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1 Propositions et connecteurs logiques

1.1 Propositions

Définition
o Tout énoncé mathématique qui a un sens et qui est soit vrai, soit faux, est une proposition (ou assertion). Une
proposition est notée généralement p, q, r, ...
e On désigne par 1 ou V la valeur de vérité d’une proposition vraie, et par 0 ou F celle d’une proposition fausse.
o Une proposition est soit vraie, soit fausse, et ne peut étre a la fois vraie et fausse.

¢ Une table de vérité est un tableau qui donne la valeur de vérité d’une proposition p construite a partir d’autres
propositions ¢, r, ..., en fonction des valeurs de vérité de ces derniéres.

Pour chacune des phrases suivantes :

Dire si c’est une proposition. Justifier.

Si c’est une proposition, donner sa valeur de vérité.

(i) V16+v/9=17. (i)  Quelle est la solution de 22 =47
(iii) V24 v6 < V8. (iv) Ferme la porte!
(v) cos(%) = \/73 (vi) V3-v2=1.

On considere les propositions suivantes :

e p:vV2eN. e ¢ : 7 est un nombre premier. e 7 : 114516 est un multiple de 3.

Donner la valeur de vérité de p, ¢ et r.

Construire la table de vérité associée au triplet (p,q,r). Combien de combinaisons obtient-on ?




1.2 Les connecteurs logiques

PROPrictc

Soient p et ¢ deux propositions. On définit cing connecteurs logiques :

Négation : la proposition « non p », notée p (ou —p), est vraie si p est fausse, et fausse si p est vraie.
Conjonction : la proposition « p et g », notée p A q, est vraie si p et g sont toutes les deuz vraies, et fausse sinon.

Disjonction : la proposition « p ou g », notée p V ¢, est vraie si au moins I'une des deux propositions est vraie,
et fausse sinon.

Implication : la proposition « p = ¢ », qui se lit « p implique g » ou « si p alors g », n’est fausse que lorsque p
est vraie et ¢ est fausse. La proposition ¢ = p s’appelle I'implication réciproque de p = gq.

Equivalence : la proposition « p < ¢ », qui se lit « p équivaut & ¢ » ou « p si et seulement si ¢ », est vraie
lorsque p et ¢ ont la méme valeur de vérité (toutes deux vraies, ou toutes deux fausses).

Tables de vérité.

plyq P |pPANqg|pPVqg|p=>q| Py
VIV |F A% A% A% \Y
V|F|F F \Y F F
F|V]|V| F \% \% F
F|F|V F F A% A%
EXémple
Donner la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.
(i) 36 est pair et multiple de 3. (ii) 69 est impair ou multiple de 3.
(iii)) v2€Q=7%<10. (iv) V100 = 10 & 22 — 8z + 15 = 0 admet 5 comme unique
solution.
(v) 0 est impair ou /25 + 16 =5 + 4. (vi) 5+5=11<3<2.

Soient p et ¢ deux propositions. A I'aide d’une table de vérité, montrer que :

(=9 [®Va.

En déduire la valeur de vérité de la proposition :

(V2€Z)= (V2>1).

PIOPricts

Soient p et ¢ deux propositions.
c PAge (PVY.
* pVae (PAD.

peae[p=>9A(@=Dp)
(p A D) est toujours fausse; (pV P) est toujours vraie.




Exereice a la maison

Démontrer la premiere loi de De Morgan a 1’aide d’une table de vérité.

Soient a,b € R et m,n € N. Donner la négation de chacune des propositions :

(@+b)’+(a=b?
2

e u:« a’®+b%=(a+b)?—2abet (a+b)?—2ab=

e Vi mn=m-+mnoumn>m-+n ».

2 Les quantificateurs

2.1 Fonction propositionnelle

On appelle fonction propositionnelle sur un ensemble E tout énoncé mathématique contenant une ou plusieurs
variables appartenant a E et qui devient une proposition a chaque fois qu’on remplace la (ou les) variable(s) par un (ou
des) élément(s) de E. On la note généralement A(z), A(z,y), ...

On considere les fonctions propositionnelles suivantes :
o A(x):22 >z 001z €ER;
e B(n):n?+n+1 est premier, ou n € N;
e C(x,y):x+y=uzyou (z,y) € R

Donner la valeur de vérité de A(2) et de A( )

Donner la valeur de vérité de B(0), B(1), B(4).

DN | =

Trouver un couple (z,y) € R? tel que C(z,y) soit vraie, et un couple tel qu’elle soit fausse.

—1 1
SOitA(x):I2 :x;}- ouz €R.

Existe-t-il une valeur de = pour laquelle A(z) est vraie? Si oui, la déterminer.

Combien de telles valeurs existe-t-il ?

2.2 Quantificateurs et négation

Soit A(x) une fonction propositionnelle définie sur un ensemble E. On pose : A = {x € E / A(z) est vraie}.



PIOPrictc

« Quantificateur universel. Si A = F, on dit que tous les éléments de E vérifient A(x) et 'on écrit :
(Vz € E), A(z).

Le symbole V se lit « pour tout » ou « quel que soit ».

o Quantificateur existentiel. Si A # ), on dit qu’il existe au moins un élément de F vérifiant A(z) et Uon écrit :
(3z € E), A(x).

Le symbole 3 se lit « il existe (au moins) ». Le symbole 3! se lit « il existe un unique ».

» Négation. On a les deux regles fondamentales suivantes :

(Vzx e E, A(z)) < (Fx € E, A(x)) et (Jz e E, A(z)) & (Vx € E, A(x)).

« Permutation. On peut permuter deux quantificateurs de méme nature (VW ou 33). En revanche, (Vy)(3z) p(x,y)
et (3x)(Vy) p(z,y) ne sont pas équivalentes : dans la premiére, z peut dépendre de y; dans la seconde, x est fixé
indépendamment de y.

Pour chacune des propositions suivantes :

donner sa valeur de vérité ;

écrire sa négation.

a) (Vx € R), 22 > 1. d) @'z €R), 22-6x+9=0.
b) (Vn € N), n(n + 1) est divisible par 2. e) (Vzx eR)(Fy eR), y < —a.
c) 3z eR), 22+1=0. f) Az eR)(Vy €R), y < —x.

APPlication

Ecrire a 'aide des quantificateurs :
o Pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel k tel que n < k.
o Le carré de tout réel est positif.
o f est une fonction numérique définie sur R et constante.
‘ 2 ‘ Donner la négation de :
e VzeR), z2>2=2%2>4.
o (Va,b €R), (a®> +b* > abou a® +1# a).

Exereice a la maison

Montrer que :
(Vz € R)(3y €] — o0 1[), 32’y — 2 +y = 0.

3 Lois logiques et méthodes de raisonnement

Une loi logique est une proposition construite a partir d’autres propositions liées par des connecteurs et qui est vraie
indépendamment des valeurs de vérité de ses composantes.




Schéma récapitulatif des méthodes de raisonnement. Pour démontrer une proposition mathématique, on dispose
des techniques suivantes :

‘ Méthodes de raisonnement ’

pemmT N T~
‘ Déduction u Contrayo?&é ‘ ‘ Equivalence ‘
— V4 N
\ Disjonction des cas ‘ ‘ /bsurde J \ Contre-exemple J
N4
‘ Récurrence ‘

3.1 Raisonnement par déduction

PIOPricte

Le raisonnement par déduction consiste a appliquer la loi logique du modus ponens :
(pA(p=4q)=q

En d’autres termes, si p est vraie et si I'implication p = ¢ est vraie, alors ¢ est vraie.

EXémple

Démontrer par déduction les implications suivantes :
1 1
| 1 RERTESS:S (O<z<2et0<y<2=_+->1

V:veR+,1+1 =1-yz=z=0.

B

Montrer que pour tous réels a et b :
A+ =1=la+b <V2

(Indication : remarquer que (a + b)? < 2(a? +b2).)

Exercice a la maison

Montrer que V(a,b) € R?, a2+ =0=a=0b=0.
Soient z,y € RT. Montrerquex+y+2:2\/5—|—2\/gjz>x:y:1,




3.2 Raisonnement par contraposée

PIOPricte

L’implication § = p s’appelle la contraposée de 'implication p = ¢, et 'on a :
(p=4q) = @=D)

Pour démontrer p = ¢, il suffit donc de démontrer sa contraposée g = p.

EXémple

Démontrer en utilisant la contraposée :
x
B v:crt, r#Ed=VT-147.

Vn € N, n? pair = n pair.

Soient x,y € R. Montrer par contraposée que :

(+Dy-D#@E-y+1) = z#y.

Exercice a la maison

Montrer que pour tout n € N : n? est divisible par 5 = n est divisible par 5.

Soit x,y € R. Montrer que :
Y

o
24+zx+17 2 4+y+1°

ryF#letax#y=

3.3 Raisonnement par équivalence
PIOPricts

Pour montrer qu’une équivalence p < ¢ est vraie, on peut :
o soit établir une chaine d’équivalences p & --- < ¢ a l'aide de propriétés et d’opérations mathématiques;

o soit montrer que les deux implications p = q et ¢ = p sont toutes les deux vraies.

EXémple

Démontrer les équivalences suivantes :

1 2 1 2
B v:cer, p-l<5ei<—7<%

Y(a,b) € R%, (a+b)% =a?+b? < ab=0.

Soient a,b € RT. Montrer que :
a+b=0<a=5b=0.




Exereice a la maison

Montrer que Va € [1;+00],

<

Ve —1
T

| —

Montrer que Vz,y € R, |z|+ |y| = |z + y| & a2y > 0.

3.4 Raisonnement par disjonction des cas
PMPrict

Pour montrer qu’une proposition du type VY € E, p(z) est vraie, il suffit de partitionner E en plusieurs sous-ensembles
et de montrer que p(z) est vraie sur chacun de ces sous-ensembles.

(e

EXémple

Démontrer par disjonction des cas :
VzeR, [z -1/ <2’ —z+1.

VxGR, VrZ+1+z > 0.

Soit z € R. Montrer que :
|z| + |z — 1] > 1.

Préciser pour quelles valeurs de x 1’égalité a lieu.

Exereice a la maison

Montrer que n(n + 1)(n + 2) est multiple de 3 pour tout n € N.
Résoudre dans R Péquation 2% — |z — 2| +5 = 0.

3.5 Raisonnement par 1’absurde
PIOPrictc

Pour démontrer qu'une proposition p est vraie, on suppose qu’elle est fausse (c’est-a-dire que p est vraie) et ’'on cherche
a aboutir a une contradiction avec un résultat connu ou avec une hypothese.

EXeémple

Démontrer par ’absurde :

Soit n € N. On pose A = n_::_—g Montrer que A # 1.
n

Soit ABC' un triangle et a > 0 tels que BC = 3a, CA = 2a et AB = 4a. Montrer que ABC' n’est pas un triangle
rectangle.




Montrer que v/2 ¢ Q.
(Indication : supposer \/2 = P wec pged(p, q) = 1, élever au carré et étudier la parité.)
q

Exeéreice a la maison
‘1‘ Soient a,b € Q. Montrer que a —v/2b=0=a =b=0.

¢ Q.

n

Montrer que Vn € N*, ]

3.6 Raisonnement par contre-exemple
PROPrictc

Pour montrer qu’'une proposition de type (Vz € E), p(x) est fausse, il suffit de trouver un élément = de E pour lequel
p(x) est fausse. Un tel élément s’appelle un contre-exemple.

EXeémple

Pour chaque proposition, donner sa valeur de vérité et fournir un contre-exemple si elle est fausse.
VreR, 22 +2—2=0.
Vz € [-1;1], 22 > x.
V(a,b) € R%, VaZ 12 =a+b.

Etudier la valeur de vérité des propositions suivantes ; en cas de fausseté, donner un contre-exemple.

‘ 1 ‘ Tous les nombres premiers sont impairs.
Vn € N, n? +n + 1 est premier.
Vz,y € R, cos(z + y) = cos(z) + cos(y).

Exereice a la maison

Etudier la valeur de vérité des propositions suivantes ; en cas de fausseté, donner un contre-exemple.

Tous les nombres impairs sont premiers.
Vz,y € R, 2z 4+ 4y = 5.
VeeR,IyeR: 2?2 —zy+9y%>=0.




3.7 Raisonnement par récurrence

PROPrictc

Soit p(n) une fonction propositionnelle définie sur N et ng € N. Pour démontrer que la proposition (Vn > ng), p(n) est
vraie, on procede en trois étapes :

Initialisation : on vérifie que p(ng) est vraie.

H Hérédité : on suppose que p(n) est vraie pour un certain n > ng (hypothése de récurrence), et on démontre que
p(n + 1) est alors vraie.

m Conclusion : d’apres le principe de récurrence, p(n) est vraie pour tout n > ng.

EXémple

Démontrer par récurrence :
n
- n(n+1)
e, Sk= 20t

Soit a € RT. Montrer que Vn € N, (1+a)" > 1+ na.
8Y vn € N, 7 divise 237+2 — 4.
:

Démontrer par récurrence que :
- n(n+1)(2n+1)
VneN*, Y k= :
k=1 b
Exercice a la maison
Démontrer par récurrence :
3ntl_3
Vn €N", 3! 437+ 43" =" —.
VneN, 1+3+ -+ (2n+1) = (n+ 1)
Bvmen 3n>ont1
1 1 1 n
‘8 VneN, —— + —— .. = .
& ix2 2x3 " Thm+D n+l

10
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