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Calcul Trigonométrique

1¢*¢ Année Baccalauréat — Sciences Mathématiques

Volume horaire officiel : 9h (cf. répartition 2013) — Pré-requis : trigonométrie du tronc commun (cercle, cos,
sin, tan), valeurs remarquables, équations du second degré.

Capacités attendues : maitriser les différentes formules de transformation ; résoudre des équations et inéquations
trigonométriques se ramenant aux équations et inéquations de base ; représenter et lire les solutions d’une équation ou
inéquation trigonométrique sur le cercle.
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1. Rappels et cercle trigonométrique
1.1 Mesure d’un angle

Définition

Définition 1.1 — Le radian (rad) est I'unité d’angle telle que 180f = 7 rad. Conversion :

180

a(deg) — a-i(rad) ; af(rad) — a —

180

Exemple 1.1 — 30t = % rad ; 4517 = % ; 601 =

(deg).

1.2 Cercle trigonométrique et angles orientés

Définition

Définition 1.2 — Le cercle trigonométrique C est le cercle de centre O et rayon 1 dans un
repere orthonormé direct.

Tout réel x € R est associé & un unique point M de C : M est le point tel que la mesure (en radian,

comptée dans le sens trigonométrique) de 'arc AM (avec A(1,0)) vaut  mod 27. On dit que M
est 'image de x sur C.

1.3 Définitions de cos, sin, tan

Définition
Définition 1.3 — Si M est I'image de x sur le cercle trigonométrique, ses coordonnées sont
M (cos z,sin x).

La tangente de x est définie pour cosz # 0 par :

cos
La cotangente est cot z = —— (pour sinz # 0).
sin z

1.4 Propriétés fondamentales

Propriété

Propriété 1.1 — Pour tout z € R :

cos’z +sin’z =1 ;7 —1<cosx <1l ; —1<sinx<1.
cos(x +2m) =cosz ; sin(z+27)=sinz ; tan(z+ m) = tanz (si défini).
cos(—x) =cosz ; sin(—z)=—sinz ; tan(—z)= —tanx.
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1.5 Valeurs remarquables

x 0| 7/6 | /4|73 /2
cosz | 1 @ @ % 0
sinx | 0 % @ @ 1
tanz | 0 @ 1 V3 | non définie

1.6 Angles associés

Propriété 1.2 — (Symétries du cercle) Pour tout z € R :

cos(m —x) = —cosz ; sin(r—x) =sinx
cos(m+x) =—cosz ; sin(r+x)=—sinz

cos(§ —x) =sinz ; sin(§ —xz) = cosx
cos(5 +x) = —sinz ; sin(§ +x) =cosz
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2. Formules d’addition et de duplication
2.1 Formules d’addition

Théoréme

Théoréme 2.1 — Pour tous a,b € R :
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

cos(a —b) = cosacosb+sinasinb

11

w0

b
a+b) =sinacosb+ cosasinb
b

(
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

Propriété

Propriété 2.1 — Pour les tangentes (quand toutes les expressions sont définies) :

tana + tanb tana — tanb
+ ; tan(a —b) =

t b) = ek M
s 51 1+ tanatanb

1 —tanatanb

Exemple

Exemple 2.1 — Calculer cos<17;> et sin<7T>.

12
. T T T
Solution. — = — — —, donc
12 3 4
TN s T e 1 V2 V3 V2 V246
cos({f5) =cosfcosf +sinfsinf =5 - %24 2. X2 = V=2
() — e T eos T — s Eain T — V3, V2 1 V2 _ V62
sin({5) =sinfcos§ —cosTsinf =% . ¥ ;o =

2.2 Formules de duplication (angle double)

Théoréeme

Théoréme 2.2 — Pour tout a € R :

2 2

cos(2a) = cos’a — sina = 2cos’a — 1 =1 — 2sin’a

sin(2a) = 2sinacosa

2tana

tan(2a) = T tana (si défini)

Démonstration

On applique les formules d’addition avec b = a : par exemple cos(2a) = cos(a+a) = cos? a—sin® a.

Les deux autres formes viennent de cos?a + sin2a = 1. O
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2.3 Formules de linéarisation

Propriété

Propriété 2.2 — Pour tout a € R :

1 2 1— 2 in(2
COSQG_—i_C(Q)S(CL) ; Sinza_cgs(a) - sinacosa_sm(Qa).

2.4 Formules de transformation produit <> somme

Propriété 2.3 — (Produit en somme)

COSPCOSq = %[cos(p —q) +cos(p+ q)]

sinpsing = 1 [cos(p — q) — cos(p + q)]
sinpcosq = %[sin(p + q) +sin(p — q)]
(Somme en produit) On pose p = GTH', q= %b :

cosa + cosb =2 cos(“Tb) cos(“_b)

cosa — cosb = —2 sin(%) sin(“T_b>
sina +sinb = 2sin(“7b) cos(%)
sina —sinb = 2(:05(%“’) sin(%b)
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3. Equations trigonométriques

3.1 Equations de base

Théoréme

Théoréme 3.1 — Soient o,z € R.

e cosr=cosa < x=a+ 2kt ou r=—a+ 2kn, avec k € Z.
o sinx=sina & x=a+2kr ou x=m—a+ 2km, avec k € Z.
e tanzr =tana & x=a+ knw, avec k € Z.

Exemple

|

Exemple 3.1 — Résoudre dans R : cosz = 7

Solution. 1 = cos(z). Donc :
2 3

r=%+2kr ou z=-%+2kr, kel

Exemple

V2
R

Exemple 3.2 — Résoudre dans [0, 27 : sinz = —

Solution. —\/75 = sin(—%). Donc :

r=—7+2kr ou x:7r+§+2k7r=%r+2k7r, ke Z.

T om
Dans [O,27r[:x:27r—%zzetxzz.

3.2 Equations acosz + bsinz = ¢

Méthode

Pour résoudre acosx + bsinx = ¢ (avec a, b non tous deux nuls) :

b
1. Calculer R = v/a? + b? et chercher ¢ tel que cos p = %, sin p = R

2. Réécrire : acosx + bsinz = Rcos(x — ).
3. Résoudre cos(z — ¢) = =

R

Condition de solution : |¢| < R.

Exemple

Exemple 3.3 — Résoudre cosx + v/3sinz = 1.
Solution. R = v/1 4+ 3 = 2. On cherche ¢ avec cos ¢ = %, sin p = ‘/T?’ tp=73.
1

L’équation devient : 2 cos (z — %) =1, soit cos (a: — g) =3

2
D’oﬁ:x—%:i%—{—Qk‘w,soitx:?ﬂjLka ou x =2km, k€.




Calcul Trigonométrique 1BAC Sciences Mathématiques

3.3 Equations se ramenant au second degré

Pour des équations comme 2 cos? z + 3cosz — 2 = 0, poser u = Cos & (avec u € [—1,1]), résoudre
I’équation du second degré en wu, puis revenir a x.

Exemple 3.4 — Résoudre 2cos? z + 3cosz — 2 = 0.

Solution. Poser u = cosz € [—1,1]. L’équation 2u? + 3u — 2 = 0 a pour solutions u = % ou

u=—2.0r —2¢ [-1,1], donc u = 1, soit cosz = & : @ = £T + 2k7.
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4. Inéquations trigonométriques

4.1 Méthode du cercle

Pour résoudre une inéquation trigonométrique comme cosx < k, sinx > k, etc., on procede
graphiquement sur le cercle trigonométrique :

. Tracer le cercle trigonométrique.
. Tracer la droite y = k (pour sin) ou = k (pour cos).

1
2
3. Identifier ’arc du cercle correspondant a la condition.
4

. Lire les bornes de ’arc en termes d’angle.

Exemple

|

Exemple 4.1 — Résoudre dans [0, 27 : cosz < 3

. 1 m St _ .., ) 1 . "
Solution. cosz = 3 pour x = 3 et x = 5 L’inéquation cosx < 3 correspond a l’arc a gauche

de la droite verticale x = —. Donc :

T 5

Exemple

S|

Exemple 4.2 — Résoudre dans R : sinx > 5

2 3 3
Solution. sinz = — pourz = % et x = ZF (sur [0, 27[). L’inéquation correspond & x € } %, on {

Avec la périodicité 27 :

ze )5+ 2km, 3 + 2kn|.
keZ
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5. Synthese

5.1 Formules essentielles

Identité

Formule

Pythagore

cos?a+sinZa =1

Addition cos

cos(a £ b) = cosacosb F sinasinb

Addition sin

sin(a + b) = sinacosb + cos asinb

Duplication cos(2a) = 2cos’a —1=1—2sin’a ; sin(2a) = 2sinacosa
Linéarisation cos’a = % :gin? q = 1=cos2a
Produit-somme cos cosa + cosb = 2 cos aT‘H’ cos %b

Produit-somme sin

sina+sinb:2sin“7+bcos“7_b

5.2 Equations de base

Equation

Solutions (k € Z)

COST = COoS

T=o+2krouzxr=—«+2kr

sinx = sin o

r=a+2krouzr=m—oa+2kn

tanz = tan « r=a+kmw
cosz =0 r=75+km
sinz =0 r=kmw
cosr =1 r = 2km
cosx = —1 r =+ 2kw

5.3 Pieges classiques

1. Oublier k7 ou 2k7. Les équations trigonométriques ont une infinité de solutions.

2. Confondre sin(—x) et cos(—z). sin est impair (sin(—x) = —sinx), cos est pair (cos(—z) =

cos ).

3. Condition |¢| < R pour acosz + bsinx = c. Sinon, pas de solution.

4. Oublier de vérifier u € [—1,1]. Quand on pose u = cosz ou u = sinz dans une équation

polynomiale.

5. Confondre solutions dans [0, 27 et dans R. Bien préciser ’ensemble de résolution.

Fin du chapitre 7 — Calcul Trigonométrique
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