La continuité

En. Nidal SABI
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1

Continuité en un point

Soit f définie sur R par

z2 —
six #1,

f@)=3 o= 2
2 sixz=1.

Calculer lim1 f(x) puis comparer avec f(1).
T—

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et zp € I. On dit que f est continue en z si :

lim f(z) = f(zo).

T—rTo

« Continuité par calcul de limite. »

Soit h définie sur R par h(z) = xsinz si z # 0 et ~(0) = 0. Etudier la continuité de h en 0.

Solution. lir%xsinx =0 = h(0), donc h est continue en 0.
r—>

1.1 Continuité a droite et a gauche

o f est continue a droite en xg si lim f(z) = f(zo).

4
T

o f est continue a gauche en zg si lim f(x) = f(xo).
TT

.|

Soit f définie sur un voisinage de xg.

f continue en z(y <= lim+ f(z) = lim f(z)= f(zo)-

17‘)1‘0 I*}ZO

EXémple

« Recouvrement & gauche / a droite. »

Soit f(z) = 2? si & <0 et f(z) =2+ x si 2 > 0. Etudier la continuité de f en 0.

Solution. A gauche : lim 22 =0=f (0), donc f est continue & gauche en 0. A droite :
z—0~

f n’est pas continue a droite en 0. Conclusion : f n’est pas continue en 0.

lim
z—0t

(24 ) =2 +# f(0), donc

2z +1 2+2-6
= 7{230 Six§2etf(x):%six>2.
Etudier la continuité de f en 2 & gauche, & droite.

Conclusion : f est-elle continue en 27

Soit f(x)
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5 siz # 0 et f(0) = a. Déterminer a pour que f soit continue en 0.
%

Soit f(z) =
_ sin(ax)

Soient a,b € R* et h définie par : h(z) =ax +5b—asiz > 0; h(z) = B si x < 0; h(0) = 4. Déterminer a,b
pour que h soit continue en 0.
Soit f(x)

cos(z) — xsin(3z) — 1

7
pour z # 0 et f(0) = =5 Démontrer la continuité de f en 0.

2 Continuité sur un intervalle

Soit f définie sur un intervalle I.
o f est continue sur l'intervalle ouvert |a;b[ si elle est continue en tout point de |a;b].
o f est continue sur [a; [ si elle est continue sur ]a; b[ et continue a droite en a.

o Définitions analogues pour |a;b], [a;b], |a; +00], [a; +0o0], | — 003 b[, | — 00; b].

Géométriquement, si f est continue sur [a;b], on peut tracer la courbe (Cy) d’un seul trait, sans lever le crayon.

2.1 Continuité des fonctions usuelles
-ion

o Toute fonction polyndéme est continue sur R.

« Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle inclus dans son domaine de définition.
o x — |z| est continue sur R.

o x> /T est continue sur [0; +oo[.

o T+ cosx et x — sinx sont continues sur R.

o x +— tanz est continue sur chaque intervalle } —g + km; g + km [, keZ.

2.2 Opérations sur les fonctions continues

.|

Soient f et g continues sur un intervalle I, et o € R.

o f+g, fg et af sont continues sur I.

1
e Si g ne s’annule pas sur I, alors — et z sont continues sur I.
g g

« Si f est continue et positive sur I, alors /f est continue sur I.

|

Soient f continue sur I et g continue sur J avec f(I) C J. Alors g o f est continue sur I.




EXémple

« Identification de la continuité. »
Etudier la continuité de f(z) = cos(z? + 4z) sur R.
Solution. u(z) = 22 + 42 est polynémiale donc continue sur R. v(z) = cosx est continue sur R. Donc f = v ou est

continue sur R.

Etudier la continuité des fonctions sur Pintervalle indiqué :

+ @) =+ VE = 05400 ¢ fow) = tanz, 1= ] -1 7
2 _
. fg(x):f:z—Ii—sinm,I:R C f4(~’17):Sin<x - 1)7I=R*
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1 7
Soit f définie sur [0;1] par f(x) = 32? — 2 — 1 size[0;4[et flz)=1— o d siz € [3;1].
1 1
Montrer que f est continue sur ]O ; 5 [ et sur ] 3 ;1 [

, 1
Etudier la continuité de f en 3

Conclure que f est continue sur [0;1].
Déterminer les bornes de f sur [0; 1].

3 Image d’un intervalle par une fonction continue

-ion

o Si f est continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.
o Si f est continue sur un segment [a;b], alors f([a;b]) = [m; M], ot m et M sont les valeurs minimale et maximale
de f sur [a;b)].

3.1 Cas d’une fonction continue strictement monotone

Si f est strictement croissante :

I f(1)
[a;b] [f(a); ()]
[a; 0] [f(a); lim f(z)]
Ja;b] ] lim f(z); f(0)]
Jas+ool | ] lim f(z); lm f(z)]

Si f est strictement décroissante :



I f)
[a; 0] [£(b); f(a)]
[a; 0] | lim f(z); f(a)]
Ja ;] [f(8); lim f(z)]
J=oosb[ | ] lim f(z); lim f(z)]

« Détermination de f(I). »
Soit f(z) = x? sur I = [1; +oo[. Déterminer f(I).

Solution. f est continue et strictement croissante sur [1;4+o0o[. Donc f(I) = [ f(1) ;IEIJIrlOO f(z) [= [1; 400

Déterminer f(I) dans chaque cas :

. f(m):tanx,lz[o;g[ . f(x):xQ—Qac—Z’»’ =] — oo; —1[
3z +4 1
. f(x):le 1,]:[0;1[ S f(x)zﬁﬁv _} 003 2{
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2
I8 Soit f(x - Y R
2?2 +1

a. Etudier la monotonie de f sur Ry et sur R_.
b. Déterminer f(R) et f(R_).
c. En déduire f(R).

Soit f(x) = va? — 4z + 5 sur R. Déterminer le domaine, étudier les variations et calculer f(R).

4 Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

THhéoréme

Si f est continue sur [a;b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un « € [a;b] tel que

fla) = k.

CoM8équence

Si f est continue sur [a;b] et f(a)- f(b) < 0, alors ’équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans |a;b[.

CoM8équence

Si f est continue et strictement monotone sur [a;b] avec f(a)- f(b) < 0, alors ’équation f(z) = 0 admet une unique
solution dans |a; b|.




« Existence et unicité d’une racine. »
Montrer que 1'équation z# + 22 + 4z — 1 = 0 admet au moins une solution dans [0; 1].

Solution. Soit f(z) = z*+2%+4x—1. f est polynomiale donc continue sur [0;1]. f(0) = -1 < 0et f(1) =1+1+4—1=
5> 0, donc f(0) - f(1) < 0. D’apres le TVI, f s’annule au moins une fois sur ]0; 1].

Montrer que 2cosz — 1 = 0 admet au moins une solution dans [0; 7].

1 T
Montrer que cosx + 3= r admet une unique solution dans }0; 3 [

A falre'a 1a maison
Soit f(z) = 23+ 3x — 1 sur R.

a. Montrer que f est strictement croissante sur R.
b. Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur R.
c. Donner un encadrement de o d’amplitude 0,1.
Soit g(z) = cos(z) — = sur [0;1]. Montrer que ’équation g(z) = 0 admet une unique solution sur ]0; 1], et donner
un encadrement a 0,01 pres.

5 Meéthode de la dichotomie

La dichotomie est une méthode de recherche d’une valeur approchée d’une racine d’équation. Elle s’appuie sur la
conséquence du TVI : si f est continue sur [a;b] et f(a)- f(b) < 0, alors une racine existe dans |a; b|.

Procédure. Soit f continue sur [a;b] avec f(a) - f(b) < 0.
Calculer ¢ = GTM.
‘3‘ e Si f(a)- f(c) <0, la racine est dans [a;¢] : remplacer b par c.
e Sinon, la racine est dans [c;b] : remplacer a par c.

Recommencer jusqu’a atteindre la précision souhaitée. A chaque itération, 'amplitude est divisée par 2.

« Approximation de v/3 & 10~2 pres. »
Soit f(z) = 22 — 3. On sait que v/3 € [1;2].

Solution.
1+2

« Btape 1:c= 12 = 2. f(1)- f(3) = (-2)(~3) > 0, donc V3 € [3;2].

o Etape2:c= Z f)-f(%) <0, donc V3 e [3;1].

« En continuant, on obtient v/3 ~ 1,73 &4 10~2 prés.

Approximer la solution de I'équation f(z) =0 :

o f(x) =22 —-10, I =[3;4], 4 1073 pres. e fl&)=a3+22—x+1,1=[-2;0], 2 1072 prés.
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Soit f(z) = 23+ z — 3 sur R.
Montrer que f est strictement croissante sur R.

Démontrer que f(z) = 0 admet une unique solution a € [1;2].

1
Appliquer la méthode de dichotomie pour donner un encadrement de o d’amplitude 6 (c.-a-d. apreés 4 itérations).

6 Fonction réciproque

Théoréme

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f admet une fonction réciproque f~!

définie sur J = f(I), telle que :
_ _ -1
fy)== _ Jy=F"(2)
yel zed

F—.

Soit f continue et strictement monotone sur I, f~1 sa réciproque sur J = f(I).
« Vzel, fTH(f(z) =z
« Yyed, f(fHy) =v.
o f~! est continue et strictement monotone sur J, de méme monotonie que f.

 Les courbes (Cy) et (Cy-1) sont symétriques par rapport a la droite y = .

EXémple

« Construction d’une fonction réciproque. »

1
Soit f(xz) =2z —1sur I = [5 ;s +00 [ Montrer que f admet une réciproque, déterminer son expression.

Solution. f est composée de fonctions continues, donc continue sur I. Elle est strictement croissante (la fonction sous
racine lest, et /- aussi). Donc f admet une réciproque sur J = f(I) = [0; +oo].

1 241
PouryeJ: f(z)=y<=V2r—1l=y<=22-1=y’ =2 = Y ;— . Donc f~(z) = a 2+

pour x € [0; o0l

x—3
x4+2

Montrer que g est continue et strictement monotone sur | — 2; 4+o00|.

Déterminer J = g(] — 2;+o0[) et I'expression de g~ 1.

Soit g(x) =
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1’2

sur [0; +o0].

Montrer que h est continue et strictement croissante sur [0; 400[.
Déterminer J = h([0; +o0l).

Justifier I'existence d'une réciproque h=! : J — [0; 4+o00].

Pour y € J, exprimer h~1(y) en fonction de y.

B} Déterminer la monotonie de h~?.

7 Fonction racine n-iéme

THhéoréme

Soit n € N*. La fonction x — z™ est continue et strictement croissante sur [0;4+o0o[. Elle admet donc une fonction
réciproque appelée racine n-iéme, notée x — /z, définie sur [0; +o0l.

Ainsi, pour tout z,y € [0;+o00[ et n € N* :
y=a" <= z=y.

J8=2, ¥21=3, Vi6=2.

PRIPBsition
Soient a,b € [0; +oo[, n,m € N*.

e Ya- Vb= Vab . VRa= "va
Va_ e 420 . Ya- a= "Yarrm
11
b

T

CoMSéquence

Pour tout z,y € [0; +oo[ et n € N* :
« Vr=y=z=y.
e V< Yy=z<y.

EXémple

« Comparaison de racines. »

Comparer /3 et /2.
Solution. Elevons 4 la puissance 35 : (v/3)%% = 3% = 243 et (¥/2)3 = 27 = 128. Comme 243 > 128, ¥/3 > V/2.




7.1 Limites avec la racine n-iéme

—..|

Soit f une fonction positive sur un intervalle I, et g € I ou borne de I, n € N*.
o Si f est continue sur I, alors ¥/f est continue sur I.
o« Sili =(> 1 lim ¢ = VL.
Si mglgof(x) £>0, alors Jim Y/ f(x) = V¢

e Si lim f(z) =400, alors lim {/f(x) = +oo.
T—T0o rT—T0o

Calculer les limites :

lim /2% + 27 . i1
z—0 5 lim ——

= —0 x
S — 2
lim V2% —z+3 Py i L
z—+00 z—=8 1 — 8
A fATe'a la maison

Simplifier :
V1024 x /32 v
A - S SO B = B (Y3 + YT+ TR
V64 x V/v/256 x v/2 V3
Bl Résoudre dans R : (a) ¥z —2=0; (b) ¥z —5¢x+6=0.
Calculer les limites :

a. lim Va3 +z22—=z b. lim sin z
T—+00 20 3/_.Z'+1—1

8 Puissance rationnelle d’un réel strictement positif

Soit x > 0, p € Z, g € N*. On définit :

P/a — (%)p T

Soient a,b > 0 et r,7’" € Q.

e a”- aT/ = aT+T’ ° a—rl = ar_r, ° aj_r = (g)T
a” br b
’ ’ — 1
. (ar)r a’" o a " = J o a” - b" (ab)r
Soit r € Q*.

e« Sir>0: lim 2" =0et lim 2" = +oo.

z—0+ T—+00
e Sir<0: lim 2" =+occet lim z" =0.

z—0t1 r——+00




« Calcul d’une puissance rationnelle. »
Calculer 1728%/3.

Solution. 1728 = 123, donc 1728%/3 = (12%)2/3 = 122 = 144.

Calculer les limites :

IETOO%SJF%?’_WFLL

lim V2 +6—+x+3

r—1 rx—1

ATATTE™S 1a maison
) ) 161/2 . 82/3
Simplifier : (a) —qiz (b) (21/4)12 . (81/3)-2,
Résoudre dans R* : (a) 223 =4; (b) z%/*-8=0.

2/3 1/2
Calculer la limite : lim i 7
— z—+o0 gl/3 41

10
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