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ensembles aux connecteurs logiques ; déterminer I'image directe et 'image réciproque d’une partie par une application
; reconnaitre et utiliser une bijection et sa réciproque ; composer et décomposer des applications.
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1. Ensembles : extension et compréhension
On considere les collections suivantes :

a) Les entiers naturels n vérifiant n2 < 30.

Les solutions réelles de I’équation 22 — 3z + 2 = 0.

(c

(a)
(b) Les nombres entiers compris entre 5 et 9 (au sens large).
)
(d) Les rectangles dont la longueur vaut 7cm.

Pour chaque collection : donner la liste explicite de ses éléments lorsque c’est possible. Si la liste
est trop longue (ou infinie), expliquer comment caractériser un élément.

1.1 Notion d’ensemble et d’appartenance

Définition 1.1 — Un ensemble E est une collection (non ordonnée, sans répétition) d’objets
bien définis, appelés éléments de E.

Si z est un élément de F, on écrit « € E (lu « x appartient & E »). Sinon, x ¢ E.

o Un ensemble est entierement déterminé par la liste de ses éléments : {1,2,3} = {3,1,2} =
{1,2,2,3).

L’ensemble vide, noté (), est I’ensemble sans aucun élément : (Vz) x ¢ ().

o Le singleton {a} est 'ensemble qui contient exactement I’élément a.

» Attention : ne pas confondre a et {a}. Par exemple, 1 € {1} mais 1 # {1} et {1} € {{1}}.

1.2 Définition d’un ensemble par extension

Définition 1.2 — Définir un ensemble par extension, c’est en donner la liste explicite et complete
des éléments, entourés d’accolades, séparés par des points-virgules.

Exemple 1.1 — Quelques ensembles définis par extension :

A={0;1;2;3;4;5) ; B={-2;-1;0;1;2} ; C={v2;m;e}

Pour les ensembles infinis ou a grand nombre d’éléments, on utilise des points de suspension lorsque
la regle de progression est claire :

N={0;1;2;3;...} ; {0;2;4;6;...;100}.
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1.3 Définition d’un ensemble par compréhension

Définition
Définition 1.3 — Définir un ensemble par compréhension, c’est donner une propriété carac-
téristique P(x) que vérifient exactement ses éléments. On écrit :

E={zcF|Px)} ou E={xzeF:P(x)}

qui se lit « E est 'ensemble des z de F tels que P(z) ».

Exemple 1.2 — Quelques ensembles définis par compréhension :
A={neN|n<5}={0;1;2;3;4; 5}
B={zeR|z2+z-6=0}={-3;2}.
C={2k+1|keN}={1;3;5;7;...} : ensemble des entiers naturels impairs.
D={zeR|2?>+1=0} =0 : aucune solution réelle.

1.4 Diagrammes de Venn

Un diagramme de Venn est une représentation graphique d’un ou plusieurs ensembles : chaque en-
semble est figuré par une courbe fermée du plan, et les éléments sont placés a 'intérieur ou a ’extérieur
de cette courbe.

Sur le diagramme, A = {1, 3,5, 7} est inclus dans ’ensemble de référence F = {1,2,3,5,7, 8}.
Application

1. Ecrire en extension : A = {n € N | n? <25} ;B={ze€Z | |z| <3};C = {k ¢
N* | k divise 12 }.

2. Ecrire en compréhension : D = {1;4:9;16;25;...} ; F = {2;4;8;16;32;...} ; G =
{-3;-1;1; 3}
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2. Inclusion et égalité
2.1 Inclusion

Définition

Définition 2.1 — Soient A et B deux ensembles. On dit que A est inclus dans B (ou que A est
une partie de B, ou un sous-ensemble de B), et on note A C B, si tout élément de A est aussi
élément de B :

ACB & (Vz)(re A= x€B).

La négation se note A ¢ B et s’écrit : (Iz) (x € A et = ¢ B).

Exemple

Exemple 2.1 — Quelques inclusions usuelles :

NczZcQcRcC.

{1,2} c {1,2,3} ; {0,2,4} C2N ; ( C E pour tout ensemble E.

2.2 Egalité de deux ensembles

Définition

Définition 2.2 — Deux ensembles A et B sont égaux, et on écrit A = B, lorsqu’ils possedent
exactement les mémes éléments :

A=B & (Vr)(zx€e A & z€B).

Propriété

Propriété 2.1 — Pour deux ensembles A et B :

A=B & (ACBet BCA).

Démonstration

(=) Si A = B, tout élément de A est dans B (donc A C B) et tout élément de B est dans A
(donc B C A).

(<) Supposons A C B et B C A. Soit x quelconque.

eSixz e A par AC B, x € B.

eSixze B, par BC A, zeA.

Donc r € A< x € B, ce qui équivaut & A = B. O

Méthode

Pour démontrer une égalité A = B, on procede trés souvent par double inclusion :

1. Montrer que A C B : prendre x € A et démontrer x € B.

2. Montrer que B C A : prendre x € B et démontrer x € A.
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2.3 Propriétés de l’inclusion

Propriété

Propriété 2.2 — Soient A, B, C des ensembles.
(a) Réflexivité : A C A.

(b) Transitivité : (AC B et BCC)=ACC.
(c) Antisymétrie : (AC B et BC A)= A= B.

Démonstration

(b) Transitivité. Soient x € A. Comme A C B, z € B. Comme B C C, x € C. Donc z € A =
z € C, ce qui prouve A C C.

(a) et (c) sont immédiates par la définition. O

Exemple

Exemple 2.2 — Montrer que A = B, ou :
A={neN|n?<9} ; B={0;1;2;3}.

Solution. On procede par double inclusion.

e B C A : pour chaque élément de B, vérifier qu’il est dans A. 02 =0<9,12=1<9,22=4<9,
32 =9<9. Donc {0,1,2,3} C A.

e AC B:soitn € A. Alors n € Net n? < 9. Comme n > 0, n? < 9 équivaut a n < 3. Donc
n€{0,1,2,3} = B.

Conclusion : A = B. O

Application

1. Montrer que A=B,ot A={x€R|2?-4=0} et B={-2;2}.
2. Montrer que C C D,oun C={4k|ke€Z} et D={2n|ne€Z}. A-t-onC =D ?
3. Montrer que () C E pour tout ensemble E.
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3. Ensemble des parties d’un ensemble
3.1 Définition

Définition

Définition 3.1 — Soit F un ensemble. L’ensemble des parties de E, noté P(E) (ou P(E)),
est I’ensemble dont les éléments sont toutes les parties (sous-ensembles) de E :

PEY={A|ACE}.
On a donc I’équivalence fondamentale :

AeP(E) & ACE.

Distinction cruciale entre € et C :

e «x € FE »:xestun élément de E.

e « AC E » : tous les éléments de A sont éléments de F ; mais A lui-méme est un ensemble,
pas un élément de E.

o K A€ P(E) » :ici A est un élément de ’ensemble P(E) ; c’est équivalent a A C E.

Toujours, ) € P(E) et E € P(E).

3.2 Exemples

Exemple

Exemple 3.1 — Soit E = {a,b,c}. L’ensemble des parties de ' comporte 2% = 8 éléments :

P(E) ={0, {a}, {8}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.

Exemple

Exemple 3.2 — Soit E = {1}. Alors P(E) = {0, {1}}, qui compte 2 éléments.
Soit E = (. Alors P(0) = {0}, qui compte 1 élément : P(0) est non vide !

3.3 Cardinal de P(E)

Propriété

Propriété 3.1 — Si E est un ensemble fini de cardinal n (i.e. ayant n éléments), alors P(E) est
fini et :
Card(P(E)) =2".

Démonstration

Démonstration par récurrence sur n.

Initialisation (n = 0). Si Card(E) = 0, alors E = 0 et P(0) = {0}, qui a 1 = 20 élément.
Hérédité. Supposons la propriété vraie pour tout ensemble a n éléments. Soit £ un ensemble de
cardinal n + 1. Fixons a € E et posons E' = E \ {a} (qui a n éléments).
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Les parties de E se répartissent en deux catégories disjointes :

« celles qui ne contiennent pas a : ce sont exactement les parties de F’.

o celles qui contiennent a : ce sont exactement les ensembles de la forme AU {a} avec A C E.

La premiére catégorie a Card(P(E’)) = 2" éléments par hypothése de récurrence. Pour la seconde,
I’application
®:P(E)—>{BCFE|laeB}, A~ AU{a}

est bijective : son inverse est B — B \ {a}. La seconde catégorie a donc aussi 2" éléments. Donc
Card(P(E)) = 2" + 2" = 2"+1,

O

Application

1. Donner explicitement P({1,2,3,4}). Combien d’éléments ?
2. Soit E tel que Card(P(E)) = 16. Que vaut Card(FE) ?

3. Vrai ou faux ? Justifier.

(a) 0 e P({1,2}).

(b) {1} CP({1,2}).
(©) {{1}} e P({1,2}).
(d) {13} < P{1,2}).
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4. Opérations sur les ensembles

Dans toute cette section, A, B, C' désignent des parties d’un ensemble de référence E (appelé ensemble
univers).

4.1 Complémentaire

Définition 4.1 — Le complémentaire de A dans F, noté Cé ou simplement A lorsque I'univers
E est clair, est ’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A :

A={zcE|z¢ A}

Onadonc: r€A & (zr€FE et x ¢ A).

Propriété

Propriété 4.1 — Pour toute partie A de E :

0l=FE ; E=0 ; (A=A

Démonstration

(A) = A : pour tout x € E,

re€(A) & (reENz¢A) & (reENTEA) & z€A,

la derniére équivalence venant de A C E. O

4.2 Intersection

Définition 4.2 — L’intersection de A et B, notée A N B, est ’ensemble des éléments qui
appartiennent & A et & B :

ANB={x€E|zcAet xe€B}.

Caractérisation. z€ ANB & (zx€ A)A(x€ B).

Cas particulier. Si AN B = (), on dit que A et B sont
disjoints.

4.3 Réunion

Définition 4.3 — La réunion de A et B, notée AU B, est 'ensemble des éléments qui apparti-
ennent a A ou a B (au sens inclusif) :

AUB={x€FE|x€AouzecB}
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Caractérisation. r€ AUB < (x€ A)V (z € B).

Note : un élément qui appartient & A et & B appartient
également a AU B.

4.4 Propriétés algébriques

Propriété

Propriété 4.2 — Soient A, B, C des parties de E.

(a) Commutativité : ANB=BNA e AUB=BUA.

(b) Associativité : (ANB)NC=AN(BNC) e (AUB)UC=AU(BUCQ).
(c) Idempotence: ANA=A et AUA=A.

(d) Eléments neutres : ANE=A, AUJ=A, ANP=0, AUE=E.

(e) Inclusions : ANBC AC AUB.

(f) Avec le complémentaire : ANA=0 e AUA=E.

Démonstration

Commutativité de N : pour tout = € F,
r€ANB & (r€eAAN(x€eB) & (reB)AN(xe€A) & x€ BNA,

grace a la commutativité de la conjonction logique. Les autres propriétés se démontrent de maniere
analogue, en remontant aux propriétés des connecteurs logiques. [l

4.5 Distributivité et lois de De Morgan

Théoréme 4.1 — Soient A, B, C' des parties de F.
Distributivité :
( )=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB) )

Lois de De Morgan :

Démonstration

Distributivité de N sur U. Pour tout z € F :

z€ AN(BUC) & (z€eA)A((xeB)V(zel))
< (e AAN(xeB)V ((xeA)A(xeC)) (distributivité de A sur V)
(xeAmB)\/(:neAﬂO)
s ze(ANB)U(ANC).

10
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Loi de De Morgan. Pour tout x € F :

reANB & z¢ ANB
< ((x€e A) A (z e B))
< (x¢ A)V(r ¢ B) (De Morgan logique)
< (x€eA)V(x e B)
& x € AUB.

4.6 Inclusion et opérations

Propriété
Propriété 4.3 — Pour deux parties A et B de E, les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) AcB ; (2 AnB=A ; (3) AuUB=B ; (4 BCA.

Démonstration

(1) = (2) : Supposons A C B. Toujours AN B C A. Réciproquement, soit € A ; alors « € B par
hypothese, donc x € AN B. Conclusion : AN B = A.
(2)=(1):SiANB=Aetxz € A, alorsx € AN B, donc z € B. Donc A C B.

Les équivalences (1) < (3) et (1) < (4) se démontrent de fagon analogue. O

Exemple

Exemple 4.1 — Soient A = {1,2,3,4}, B = {2,4,6}, C = {3,4,5}, parties de E =
{1,2,3,4,5,6,7}.

Calculer : ANB, AUB, A, An(BUQC).

Solution.

e ANB={2,4} ; AUB={1,2,3,46} ; A=/{56,T7}.

« BUC =1{2,3,4,5,6}, donc AN (BUC) = {2,3,4}.

o Vérification : (ANB)U(ANC) ={2,4}U{3,4} ={2,3,4}. v (distributivité)

4.7 Différence et différence symétrique

Définition
Définition 4.4 — Soient A, B deux parties de F.

e La différence de A et B (dans cet ordre), notée A\ B, est 'ensemble des éléments de A qui
ne sont pas dans B :

A\B={zeE|z€Aetz¢B}=ANB.

e La différence symétrique de A et B, notée A A B, est I’ensemble des éléments qui apparti-
ennent a exactement un des deux ensembles :

AAB=(A\B)U(B\ A).

11
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Propriété

Propriété 4.4 — Pour deux parties A et B de F :

AAB=(AUB)\(ANB).

En particulier, AAA=0et AA) = A.

Démonstration
r € AA B ssi x appartient & exactement un des deux ensembles, c’est-a-dire © € A U B mais
x ¢ AN B.

Formellement, z € AAB & (z € A\B)V(zx € B\A) & ((x € A)A(z ¢ B))V((x € B)A(z ¢ A)),
qui est précisément la condition « x appartient a un seul des deux ». Ce « ou exclusif » s’écrit
aussi (t € AUB)A (z ¢ ANB). O

Exemple
Exemple 4.2 — Avec A = {1,2,3,4} et B ={3,4,5,6} dans £ = {1,...,6} :
A\B=1{1,2} ; B\A={56} ; AAB={1,256}.

On vérifie : AUB = {1,...,6}, AN B = {3,4}, donc (AUB)\ (AN B) ={1,2,5,6} = AA B.

Application

|

Soient A, B, C des parties de E. Démontrer : AU (BNC)=(AUB)N(AUCQC).
Démontrer la seconde loi de De Morgan : AUB = AN B.
Soient A, B parties de E. Démontrer que A C B < AN B = (.

> 89

Soient A, B parties de E. Démontrer que A\ B = A ssi AN B = (.

12



Ensembles et Applications 1BAC Sciences Mathématiques

5. Produit cartésien

5.1 Couple ordonné

Définition 5.1 — Soient a et b deux objets. Le couple (a,b) est la donnée ordonnée des deux
objets : a est la premiére composante, b la seconde.

Egalité des couples :  (a,b) = (¢c,d) & (a=c et b=d).

L’ordre compte : (a,b) # (b,a) en général. Par exemple, (1,2) # (2,1).
Par contre, 'ensemble {a, b} ne dépend pas de l'ordre : {a,b} = {b,a}.

5.2 Produit cartésien de deux ensembles

Définition 5.2 — Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien F x F' est ’ensemble
de tous les couples (x,y) avec x € Eet y € F :

ExF={(z,y)|x€E et yecF}.

On note E x E = E2. Plus généralement, E" = { (z1,...,2,) | 1,...,7, € E} (n-uplets).

Conventions :

e« Ex0=0xF=40.
e Si E, F sont finis : Card(E x F') = Card(E) - Card(F).

Exemple 5.1 — Soient F = {1,2} et F' = {a,b,c}. Alors
Ex F={(1,a), (1,b), (1,¢), (2,a), (2,b), (2,c)}, Card(E x F) =6.

R? représente ’ensemble des couples de réels, et géométriquement le plan muni d’un repeére.

5.3 Propriétés

Propriété
Propriété 5.1 — Soient F, F', G, H des ensembles.
(ENF)xG=(ExG)N(F xGqG)

(EUF)xG=(ExG)U(F xQ)
ExF=FxE & (E=0ouF=0ouFE=F).
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Application

1. Soit E = {0, 1}. Donner explicitement E3 et son cardinal.
2. Démontrer la premiére propriété : (ENF) x G = (E x G)N (F x G).

3. Représenter dans le plan le produit cartésien [0, 2] x [1, 3].

14
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6. Applications : définition et égalité
6.1 Définition d’une application

Activité

On considere F = {1,2,3}, F = {a,b,c,d} et trois « relations » de E vers F :

Relation 1 Relation 2 Relation 3
l—a, 2—0b l—a, 1—=0b, 2—~c¢ 3—d lw—a, 2—b 3—a
(3 n’a pas d’image) (1 a deux images) (Tout est bien défini)

Lesquelles sont des « applications » ?

Définition

Définition 6.1 — Soient F et F' deux ensembles. Une application f de E vers F' est un procédé
qui associe a chaque élément x de E un unique élément y de F', appelé 'image de x par f, et noté
f(z). On écrit :

f:E—F 1z~ f(z).

E est ’ensemble de départ.

F est ’ensemble d’arrivée.

L’élément f(x) est appelé I'image de x par f.

Si f(z) = y, on dit que x est un antécédent de y par f (un méme y peut avoir plusieurs
antécédents, ou aucun).

Deux conditions essentielles dans la définition d’une application :
(1) Existence : tout élément de E a une image.

(2) Unicité : cette image est unique.

L’ensemble des applications de E vers F se note F(FE, F) ou F¥,

6.2 Egalité de deux applications

Définition

Définition 6.2 — Deux applications f : F — F et g : B/ — F’ sont égales, et on écrit f = g, si :

E=FE et F=F et (Vz€E) f(z)=g(x).

Exemple

Exemple 6.1 — Les applications suivantes sont distinctes bien qu’elles aient la méme « formule
»
fRoR z—22 ; g:R—=R., z— 22

L’ensemble d’arrivée differe (R vs Ry).

15
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6.3 Restriction et prolongement

Définition 6.3 — Soit f: F — F et AC F.
e La restriction de f a A, notée f4 (ou f|a), est 'application

flatA—=F, zw— f(x).

On a donc fi4(z) = f(x) pour tout = € A.
e Réciproquement, f est appelée un prolongement de f4 a E.

Exemple 6.2 — Soit f : R — R, z + 22, Sa restriction & R, est I'application Jry Ry —
R, z + 2. Cette derniére a une propriété nouvelle (croissance stricte) que f n’a pas sur R entier.
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7. Image directe et image réciproque

Dans toute cette section, f : F — F' désigne une application, A une partie de E, B une partie de F.

7.1 Image directe d’une partie

Définition

Définition 7.1 — L’image directe de A par f, notée f(A), est 'ensemble des images par f des
éléments de A :

fLA)={f@)|zecA}={yeF|(EFrecd)y=f(x)}

f(A) est une partie de F' (f(A) C F).

Cas particulier : 'image directe de E tout entier, f(E), est appelée I'image (ou la plage) de
f, parfois notée Im(f).

Exemple 7.1 — Soit f:R = R, x> 22 et A =[-1;2].
fA)={2®ze[-1;2}=1[0; 4]

En effet, pour z € [-1,2], |z| € [0,2], donc 2? € [0,4]. Réciproquement, tout y € [0,4] admet
VY € 10,2] C [-1,2] comme antécédent.

7.2 Image réciproque d’une partie

Définition 7.2 — L’image réciproque de B par f, notée f~!(B), est 'ensemble des éléments
de F dont I'image est dans B :

f(B)={z€E|f(z) € B}.

Attention : la notation f~!(B) ne suppose pas que f admette une bijection réciproque. C’est
simplement une notation pour I’ensemble des antécédents collectifs des éléments de B.

f~Y(B) est une partie de E (f~%(B) C E).

Exemple 7.2 — Soit f: R = R, 2+ 22 et B = [1,4].

fAB)={zcR|1<2?<4}=[-2,-1]U[L,2].

17
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7.3 Propriétés

Propriété

.
~
~

Propriété 7.1 — Soient f: £ -+ F, AJ/A C Eet B,B' CF.

(a) AcA' = f(A)Cf(A) e BcCB =f4B)c/fiB.
(b) f(AUA) = f(A)U f(A).

(c) f(A NnA"N c f(A ) N f(A") (en général pas d’égalité).
(d) fFHBUB)=f"YB)US (B

(e) /- (BQB)I HB) N f7H(B).

(f) AcC f1(f(A4)) et f(f~1(B)) C B (inclusions, pas d’égalité en général).

Démonstration

(d) Image réciproque d’une réunion. Soit z € E.

zre fY(BUB) & f(x)e BUB
& (f(x) e B)V (f(z) e B)
& (zefTH(B)V(ze f1(B))
& e fTYB)Uf(B).

(c) Inégalité stricte pour I’intersection. Soit y € f(ANA') : il existe x € ANA" avec y = f(z).
Alors x € A, donc y € f(A) ;et x € A', donc y € f(A'). D'ouy € f(A)N f(A").

Contre-exemple a I’égalité. Prendre f : R — R, z — 22, A = {1}, A’ = {1}. Alors ANA’' =),
donc f(ANA") =0. Mais f(A) = f(A") = {1}, donc f(A) N f(A") = {1} #0. O

Application

1. Soit f: R — R, 2+ 2x + 1. Calculer f([0,3]) et f~([-1,5]).
2. Soit f: R = R, x — 22 — 2x. Calculer f~1({0}) et f=1([-1,3]).
3. Démontrer la propriété (b) : f(AUA") = f(A)U f(4).
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8. Injection, surjection, bijection

Soit f : ' — F une application.

8.1 Application injective

Définition

Définition 8.1 — On dit que f est injective (ou que f est une injection) lorsque tout élément
de F' a au plus un antécédent par f, autrement dit :

(Vz1,20 € E) f(z1) = f(22) = 21 = x2.
De maniére équivalente (par contraposée) :

(Vl‘l,fl}g S E) xr1 75 Ty = f(:vl) 75 f(:L'Q)

Exemple

Exemple 8.1 — L’application f : R - R, = + 2z + 1 est injective. En effet, si f(z1) = f(x2)
alors 2z1 + 1 = 229 + 1, donc x1 = xo.

Non-injective : g : R = R, 2+ 2. On a g(—1) = g(1) = 1 mais —1 # 1.

Devient injective sur R, : la restriction g, : Ry = R, 2~ 22 est injective.

8.2 Application surjective

Définition

Définition 8.2 — On dit que f est surjective (ou que f est une surjection) lorsque tout élément
de F a au moins un antécédent par f :

(Vy € F)(3z € E) y = f(=).

Cela équivaut a : f(E) = F (I'image de f est 'ensemble d’arrivée tout entier).

Exemple

Exemple 8.2 — L’application f : R — R, =+ 2z + 1 est surjective. Pour tout y € R, x = yz;l
vérifie f(z) = y.

Non-surjective : g : R — R, x + z2. Aucun réel = ne donne g(x) = —1, donc g n’est pas
surjective.

Devient surjective sur R, : g : R — R, x ~ 22 est surjective (tout y > 0 admet \/y pour
antécédent).

8.3 Application bijective

Définition
Définition 8.3 — On dit que f est bijective (ou que f est une bijection) lorsqu’elle est a la
fois injective et surjective :

(Vye F)(Alz € E) y= f(x).

Tout élément de F' a alors un unique antécédent dans F.
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Exemple 8.3 — L’application f: R — R, z — 2x + 1 est bijective (injective et surjective).

L’application idg : F — E, z +— x (application identité de F) est bijective.

8.4 Bijection réciproque

Définition

Définition 8.4 — Soit f : £ — F une bijection. La bijection réciproque de f, notée f~!, est
I’application

f':F— E définie par f~!(y) =lunique z € E tel que f(z) =y.

Propriété

Propriété 8.1 — Soit f : £ — F une bijection.
(a) f~! est elle-méme une bijection, et (f~1)~! = f.
(b) Pour tout € E : f~1(f(x)) = .

(c) Pour tout y € F : f(f~(y)) = .
(d) Caractérisation : Si g : F' — E vérifie go f = idg et f o g = idp, alors f est bijective et

g=f""

Démonstration

(d). Supposons go f =idg et fog=idp.

f injective : si f(z1) = f(x2), en appliquant g : g(f(z1)) = g(f(z2)), ¢’est-a-dire 1 = x5 (puisque
go f=idg).

f surjective : soit y € F. Posons z = g(y) € E. Alors f(z) = f(9(y)) = (fog)(y) =idpr(y) = v.
Donc y admet x pour antécédent.

Conclusion : f est bijective. Pour tout y € F, 'unique antécédent de y est = = g(y) ; donc
() = g(y), soit g = f. O

Exemple

Exemple 8.4 — Soit f: R - R, z +— 22 + 1.

Pour y € R, résolvons y =2z + 1<z = yT_l Donc
_ =il
1R R, y— =

Vérification : f~1(f(z)) = % =z Vv

Méthode

Pour déterminer si f : E — F est bijective et trouver f~! :

1. Soit y € F. Résoudre 'équation f(z) =y d’inconnue x € E.

2. Si pour tout y, 'équation admet une unique solution z, alors f est bijective et f~1(y) est cette
solution.
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Application

1. Etudier injectivité, la surjectivité et la bijectivité, puis déterminer la bijection réciproque le

cas échéant :
(a) f:R—>R, z+— 3z —5.

(b) g:R — [0, +oo[, = — 22
(c) h:[1,4+o0[— [0,+00], z+ 2% — 1.

1
2. Soit f: R* — R*, 2+ —. Montrer que f est bijective et déterminer f—1.
x
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9. Composition d’applications
9.1 Définition

Définition

Définition 9.1 — Soient f : E — F et g : F — G deux applications. La composée g o f est
I’application
gof:E—G, xw g(f(z)).

On lit « g rond f » (ou « g aprés f », puisqu’on applique d’abord f puis g).

Important : pour que g o f soit définie, I’ensemble d’arrivée de f doit coincider avec I’ensemble
de départ de g.

Attention : la composition n’est pas commutative en général. go f et f o g peuvent méme ne pas
étre toutes les deux définies.

Exemple

Exemple 9.1 — Soient f :R - R, x>z +1let g: R = R, 2+ 22

o gof:xzmg(f(x) =g(x+1)=(z+1)>
o fog:xw flg(z)) = f(2?) =22+ 1.

On voit que go f # fog (par exemple, en z =1, go f(1) =4 et fog(l) =2).

9.2 Propriétés

Propriété

Propriété 9.1 — Soient f: E — F, g: F — G, h : G — H des applications.

(a) Associativité: (hog)of=ho(gof).

(b) Identité : foidg=f et idpof=f.

(c) Injectivité : si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

(d) Surjectivité : si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

(e) Bijectivité : si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective et (go f)™' = f~Log™L.

Démonstration

(a) Associativité. Pour tout z € E :

((hog)o f)(z) = (hog)(f(z)) =h(g(f(x)) ; (ho(gof))(z)="((go f)(z))=h(g(f(z)))
Les deux applications coincident sur E, donc sont égales.

(c) Injectivité. Supposons f, g injectives. Soit x1,x9 € E tels que (go f)(z1) = (go f)(z2). Alors
9(f(z1)) = g(f(x2)). Comme g est injective, f(x1) = f(x2). Comme f est injective, 1 = x2. Donc
g o f est injective.

(e) Inverse de la composée. Si f, g bijectives, g o f est bijective d’apres (c) et (d). Montrons
(gof)~' = f~log~! en utilisant la caractérisation : il suffit de vérifier que (ftog=!)o(gof) =idg
et (gof)o(flog™) =idg.

Par associativité :

(fTog olgof)=ftolg tog)of=ftoidpof=f"of=idp.

Symétriquement pour I'autre. [l

22



Ensembles et Applications 1BAC Sciences Mathématiques

9.3 Décomposition d’une application

Décomposer une application complexe, ¢’est I’écrire comme composée d’applications plus simples. Cette
technique est essentielle pour étudier les propriétés (continuité, dérivabilité...) au lycée.

Exemple 9.2 — Soit ¢ : R -+ R,  — V22 + 1. On peut décomposer :
p=hogof

avec
fizma? ; g:tet+1l 5 h:u— V.

On précise les domaines : f: R — Ry, g: Ry — [1,+00[, h: [1,+o0[— [1, +o0].

Vérification : h(g(f(z))) = h(g(2?)) = h(z® +1) = Va2 + 1 = p(z).

Application

1. Soient f:R - R, z+— 2z +1et g: R = R, 2+ 23. Calculer go f et fog.
2. Décomposer en composée d’applications simples :
(a) z+— (3z—T7)%
1
b) x +— .
(c) z—+1—z (sur]—o0,l1]).

3. Démontrer la propriété (d) : si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
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10. Synthese

10.1 Correspondance logique — opérations ensemblistes

Logique | Ensembles Lecture
PAQ ANB et / intersection
PVvQ AUB ou / réunion

P A non / complémentaire
P=Q ACB si...alors / inclusion
PsQ A=B équivaut / égal

10.2 Synoptique des opérations

Notation | Définition

ANB {z|lzeAet xeB}

AUB {z|xze€eAouzecB}

A {zeFE|x¢ A}

A\ B {reAlz¢B}Y=ANB

AN B (AUB)\(ANnB)=(A\B)U(B\ A)
Ax B {(z,y) |z € A,y B}

P(E) {A] AcC E}, de cardinal 2624(E) i E fini

10.3 Caractérisations injection / surjection / bijection

Type Forme symbolique Interprétation
Injection | (Vx1,x2) f(x1) = f(z2) = | Au plus un antécédent.
r1 = T2
Surjection | (Vy € F)(3z € E)y = f(x) Au moins un antécédent.
Bijection | (Vy € F)(3lz € E)y = f(x) Exactement un antécédent ; f~1 existe.

10.4 Pieges classiques

1. Confondre € et C. {1} € P({1,2}) mais {1} C {1,2}, qui sont des relations différentes.

2. Confondre f~!(B) (image réciproque) et la bijection réciproque f~!. La notation
est la méme, mais f~!(B) existe toujours pour toute partie B ; la bijection réciproque, elle,

n’existe que si f est bijective.

3. Image directe d’une intersection. f(A N B) # f(A) N f(B) en général ; seule I'inclusion
f(ANB) C f(A) N f(B) est garantie.

4. Restriction et propriétés. Une application peut ne pas étre injective sur £ mais le devenir
sur une partie A C E ; étudier la restriction est souvent utile.

5. Inverse de la composée. (go f)~! = f~1og~! (ordre inversé, comme pour les chaussettes-

chaussures).

Fin du chapitre 2 — Ensembles et Applications
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