@ EQUATIONS, INEQUATIONS ET SYSTEMES

IDAL SABI

Table des matiéres

1

2

3

4
)

6

7
8

1.1
1.2

2.1
2.2
2.3
24

5.1
5.2

6.1
6.2
6.3

Equations et inéquations du premier degré . . . . . . ...
Signe du bindme az +b . . . . . .. e
Valeur absolue et disjonction des cas . . . . . . . . . . L

Equations du second degré . . . . . . . ...
Forme canonique . . . . . ..o e
Résolution selon le signe du discriminant . . . . . . . . . .00
Factorisation du trinéme . . . . . . . . .. Lo e e
Somme et produit des racines . . . . . . . . ... e

Signe du trindme . . . . . . .. L e e e e

Inéquations du second degré . . . . . . . ..

Equations se ramenant au second degré . . . . . . ...
Equations bicarrées . . . . . . . . .
Equations avec changement de variable . . . . . . . . . ...

Systémes linéaires & deux inconnues . . . . . . . . . ...
Forme générale d'un systéme . . . . . ..o
Méthodes de résolution . . . . . . . . . oL
Interprétation graphique . . . . . . . . L e e e e

Inéquations du premier degré & deux inconnues . . . . . . . . . ..o e e

Systémes d’inéquations et régionnement du plan . . . . . . . ... L 1

O © 0000000 ~JO O ULU i WwWwwNd N



1 Equations et inéquations du premier degré

DEMINITION

Une équation du premier degré a une inconnue est une équation de la forme :

ax +b=0, a,beR, a+#0.
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L’équation ax + b =0 (avec a # 0) admet une unique solution :

b
r=——.
a
EXEMPLE
Résoudre dans R les équations suivantes :
Bls-7=22+1 B 5 2:=3:+10

PROPRIETE
Pour résoudre I'inéquation axz +b > 0 (ou <, <, >) :

b
e Sia>0:ax+b>0 <— 2> ——.
a

b
e Sia<0:ax+b>0 < x < —— (le sens de I'inégalité change).
a

EXEMPLE

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

B 2:i5<s Bx-7>2041

EXERCICE

Résoudre dans R :

3x—7:2x—|—5; 4x—|—3<6m—5.
—2x+12>9;

1.1 Signe du binéme ax + b

PROPRIETE
Soit a # 0. Le bindme ax + b s’annule en o = —— et son signe est celui de a & droite de xg.
a

x ‘ —00 X0 +00
ar+b | —sgn(a) 0 sgn(a)

Ce tableau permet d’étudier rapidement le signe d’un produit ou d’un quotient de bin6émes.




Etudier le signe des expressions suivantes :

[l 2:-3)(5-2). S 4 &
B e-36-2 > [

1.2 Valeur absolue et disjonction des cas

PROPRIETE

Poura>0etueckR:

e |u| =a équivaut & u = a ou u = —a. e |u| > a équivaut & u < —a ou u > a.

o |u| < aéquivaut & —a < u < a.

Ces équivalences permettent de résoudre des équations et des inéquations simples en distinguant les cas nécessaires.

EXEMPLE
Résoudre dans R :

Bl 2z -3 =5 B 3:-2/>7

|z +1| < 4.

2 Equations du second degré

Une équation du second degré a une inconnue est une équation de la forme :
az® + bz +c =0, a,b,c e R, a#0.

L’expression axz? + bx + ¢ est appelée trindme du second degré.

2.1 Forme canonique
PROPRIETE 2
Soit a # 0. Pour tout x € R :

ar’ +br+c=a

x+£ 2_b2—4ac
2a 4a2 '

DEFINITION

Le nombre A = b? — 4ac est appelé discriminant de I’équation ax? + bz + ¢ = 0.




2.2 Reésolution selon le signe du discriminant
THEOREME 1

Soit I’équation ax? + bz + ¢ = 0 (a # 0) de discriminant A = b? — 4ac.

e Si A > 0 : I’équation admet deuz solutions distinctes :

_ b-VA

b+ VA
2a B '

Z1
2a

T2

e Si A =0 :’équation admet une unique solution (dite double) :

b

Tog=——.
2a

e Si A <0 : I’équation n’admet aucune solution dans R.




Résoudre dans R les équations suivantes en précisant le signe du discriminant :

B 22 -5:4+2=0 B:+tz+1=0
B’ -6:+9=0

2.3 Factorisation du trindome
PROPRIETE 3

Soit f(z) = ax?® + bx + ¢ avec a # 0.

e Si A >0 etxy,xs sont les deux racines, alors :
az® + bx +c=alz — z1)(z — 29).
e Si A =0 et zq est la racine double, alors :
az® + bx +c = a(z — 9)>.

e Si A <0, le trindme n’est pas factorisable dans R.

2.4 Somme et produit des racines
THEOREME 2

Si axz? + bz + ¢ = 0 admet deux racines z; et x5 comptées avec leur multiplicité, alors :

&
S=x1+x0=—-, P=x1 xx3=—.
a a

Réciproque : si deux nombres ont pour somme S et produit P, alors ils sont les solutions de 1’équation :

X2 -SX+P=0.

EXEMPLE

Sans calculer les racines des équations suivantes, déterminer leur somme et leur produit, puis vérifier qu’elles admettent
des racines réelles :

B 22 -5:+2=0 Bs?+z-2=0
EXERCICE
Résoudre dans R : 22 — 52 + 6 = 0. Sans calculer les racines, donner leur somme et leur

. o . % -
Résoudre dans R : 22 +42+4 = 0, puis 22 +2x+1 = 0. produit pour I’équation 2z= — 7z + 3 = 0.




3 Signe du trin6me

THEOREME 3

Soit f(z) = ax?® + bx + ¢ avec a # 0 et A = b? — 4ac.

Si A > 0 (racines 1 < 23) :

x —0o0 I X9

f(x) signedea 0 signede —a 0 signedea

Si A =0 (racine double zg) : f(z) est du signe de a pour tout x # xg, nul en z.

Si A <0: f(x) est du signe de a pour tout z € R.

Mnémotechnique : « extérieur du signe de a, intérieur du signe contraire ».

EXEMPLE

Etudier le signe des trinémes suivants et dresser leur tableau de signes :

f(:c):—:z:2+3x—2. g(a:):2x2+x+3.

EXERCICE

Etudier le signe de chacune des fonctions suivantes sur R :

f(:c):x2—4; h(x):x2+2m+5.
‘2‘ g(z) = —2% + 52 — 6;

4 Inéquations du second degré

Méthode : pour résoudre az? + bz +c¢ >0 (ou <, <, >) :
Calculer A, trouver les racines (s’il y en a).
Dresser le tableau de signes.
Lire les solutions sur le tableau.

EXEMPLE

Résoudre dans R 'inéquation 22 — 52 + 6 > 0 en utilisant un tableau de signes.

Résoudre dans R l'inéquation —x2 + 4z — 4 > 0 en utilisant un tableau de signes.




EXERCICE

Résoudre dans R :

xQ—x—GSO; 1:2—6x—|—9>0.
—22% +8>0;

5 Equations se ramenant au second degré

5.1 Equations bicarrées

DEFINITION

Une équation bicarrée est de la forme :
az* +baz? +¢c=0, a # 0.

Méthode : on pose X = 2% (donc X > 0). L’équation devient aX? + bX + ¢ = 0. On résout en X, puis pour chaque
solution X > 0, on revient a z = +v/X.

EXEMPLE

Résoudre dans R I'équation z* — 522 +4 = 0 en posant X = 22

5.2 Equations avec changement de variable

EXEMPLE

Résoudre dans R 1'équation (x — 1)? — 3(z — 1) + 2 = 0 en choisissant un changement de variable adapté.

EXERCICE

Résoudre dans R :

H - 102 +9=0; BXl_s
— @2
\/a:—l—l:x—l;




6 Systémes linéaires a deux inconnues

6.1 Forme générale d’un systéme
DEMNITION 2

Un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues est de la forme :

(S) : {am—i—by:c

adr+by=c

ou a,b,c,a’, b, €R, (a,b) # (0,0), (a/,') # (0,0).

DEFINITION

Le déterminant du systéme (S) est :

det(S) = a =ab' — a’b.

THEOREME 4

e Si det(S) # 0 : le systéme admet une unique solution (xg ;yo)-

e Si det(S) =0 : le systéme n’admet aucune solution ou en admet une infinité (selon les coefficients ¢, ¢).

6.2 Meéthodes de résolution

e Substitution : exprimer une inconnue en fonction de I'autre dans une équation, substituer dans la seconde.

e Combinaison linéaire : multiplier les équations par des constantes pour éliminer une inconnue par addition.

e Cramer (cas det(S) #0) :

1
Tg= ——

det(S)

c b
cd v

w7 get(S)

a C

6.3 Interprétation graphique

Chaque équation du systéme représente une droite. Les solutions du systéme sont les coordonnées des points communs
aux deux droites :

e droites sécantes : une solution; e droites confondues : une infinité de solutions.
e droites paralléles distinctes : aucune solution ;




EXEMPLE

Résoudre graphiquement, puis par substitution, le systéme Y
5

4

3

zt+y=4 2

20 —y = 2. 1

4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6x

-1

2

Comparer les deux résultats. -3

Résoudre les systémes suivants par deux méthodes différentes :

{4x+3y:18 . {3x—2y:7

20 —y =4

7 Inéquations du premier degré a deux inconnues
Une inéquation du premier degré a deux inconnues s’écrit
ax+by+c>0,

ou avec 'un des signes <, < ou >, ou (a,b) # (0,0). Sa frontiére est la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

PROPRIETE

La droite frontiére partage le plan en deux demi plans. Pour déterminer le demi plan solution :
Tracer la droite frontiére. Elle est incluse pour < ou > et exclue pour < ou >.
Choisir un point test qui n’appartient pas a la droite, souvent lorigine.

Remplacer ses coordonnées dans I'inéquation, puis conserver ou rejeter le demi plan qui le contient.

EXEMPLE

Dans le repére ci-dessous, représenter successivement les en-
sembles de points M (z ;y) vérifiant :

S

B o

Bo:ry<a ,

x—2y>2. 54321912345

1
2
Préciser dans chaque cas si la droite frontiére appartient a <
I’ensemble solution. -




EXERCICE

Représenter graphiquement les solutions de 3z — 2y + 6 > 0, puis déterminer si les points A(0;0), B(—2;1) et C(2;5)

appartiennent & cet ensemble.

Systémes d’inéquations et régionnement du plan

DEFINITION

Résoudre graphiquement un systéme d’inéquations du premier degré & deux inconnues consiste a intersecter les demi
plans solutions de toutes ses inéquations. La partie commune est appelée région admissible.

impose le demi plan situé au dessus de I'axe des abscisses.

Une contrainte comme x > 0 impose le demi plan situé & droite de ’axe des ordonnées. Une contrainte comme y > 0

EXEMPLE

Représenter dans le repére ci-dessous la région admissible
du systéme, puis déterminer les coordonnées de ses som-
mets :

x>0,
y=0,
x+1y <6,
2z +y < 8.

e oo o o R

w

EXERCICE
Représenter la région admissible du systéeme
x>0,
y =0,
T+ 2y <8,
3r+y<9.

Déterminer graphiquement puis algébriquement les coordonnées de ses sommets.

A retenir

PROPRIETE

e Une équation ou une inéquation se résout dans un
ensemble précisé.

e La factorisation et le discriminant permettent d’étu-
dier un trinéme.

e Un systéme linéaire se résout par substitution, com-

binaison ou déterminant.
e Une inéquation a deux inconnues définit un demi plan.

e Un systéme d’inéquations définit 'intersection de plu-
sieurs demi plans.
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