Etude des Fonctions

1BAC Sciences Mathématiques

FEtude des Fonctions

1°"¢ Année Baccalauréat

Sciences Mathématiques

trigonométrie.

des fonctions trigonométriques simples.

Volume horaire officiel : 11h (cf. répartition 2013) — Pré-requis : généralités sur les fonctions, limites, dérivation,

Capacités attendues : résoudre graphiquement des équations et inéquations ; utiliser la périodicité et les éléments de
symétrie pour réduire le domaine d’étude ; utiliser le signe de la dérivée seconde pour étudier la concavité et déterminer
les points d’inflexion ; étudier et représenter des fonctions polyndémes, rationnelles, irrationnelles ; étudier et représenter
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1. Plan d’étude d’une fonction

1.1 Schéma général

Plan d’étude d’une fonction f :

Ensemble de définition D;.

Parité, périodicité : réduction éventuelle du domaine d’étude.

Limites aux bornes de Dy : recherche d’asymptotes.

Dérivée f’, signe de f’, variations.

Dérivée seconde f” (optionnel), signe : concavité et points d’inflexion.
Tableau de variations complet.

Points particuliers : intersections avec les axes, tangentes remarquables.

Lo N & & = 8P =

Tracé de la courbe Cy.

1.2 Réduction du domaine d’étude

Propriété

Propriété 1.1 —

e Si f est paire, on étudie sur Dy N [0, 400, puis on complete par symétrie par rapport d l'aze
des ordonnées.

e Si f est impaire, on étudie sur Dy N [0, +oo[, puis on complete par symétrie par rapport d
lorigine O.

e Si f est T-périodique, on étudie sur un intervalle de longueur 7', puis on compléte par
translations horizontales de kT (k € 7).

1.3 Eléments de symétrie

Propriété

Propriété 1.2 —
e La droite x = a est axe de symétrie de Cy ssi: (Vo € Dy) 2a —x € Dy et f(2a — ) = f(x).
e Le point Q(a,b) est centre de symétrie de Cy ssi: (Vo € Df) 2a—x € Dy et f(2a—x)+f(x) =

)
SE

Exemple
z? — 2z
Exemple 1.1 — Montrer que €(1,0) est centre de symétrie de la courbe de f(z) = T
o —
Solution. Dy = R\ {1}. Soit € Dy ; alors 2 — x # 1 ssi z # 1, OK.
2-z)2-22-z) x?-2z
) — = .
fe—o)+fe) = TR T
z? — 2z z? — 2z
Apres simplification, f(2 —z) = ; =— = —f(x). Donc f(2—xz)+ f(z) =0=2-0.
Conclusion : ©(1,0) est centre de symétrie. O
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2. Asymptotes et branches infinies

2.1 Asymptote horizontale

Définition 2.1 — La courbe C; admet une asymptote horizontale d’équation y = £ en 400
ssi :

lim f(z)="¢.

T—r+00

(Idem en —o0.)

2.2 Asymptote verticale

Définition 2.2 — La courbe C; admet une asymptote verticale d’équation z = a ssi :

lim f(z) =400 ou lim f(x)= too.

z—a™t T—a—

2.3 Asymptote oblique

Théoréme

Théoréme 2.1 — La courbe C; admet une asymptote oblique d’équation y = az + b en +oo
ssi :

lim [f(z)— (az +b)] =0.

T—400

Pratiquement, on cherche a et b par :

a= lim f@) ; b= lim [f(z)— az].

rx—+o0o I r——+00

(Idem en —o0.)

Méthode

Pour les fonctions rationnelles, la division euclidienne du numérateur par le dénominateur fait
apparaitre I’asymptote oblique.

Exemple

241 241 2
il 5 .Divisionzm—i_ =z+1+—-.
r—1 r—1 r—1

Exemple 2.1 — Soit f(z) =

Done lim [f(z) ~ @+ 1] = lim —— =0

z—too xr — 1
L’asymptote oblique a pour équation y = xz + 1, en 400 et —oo.
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2.4 Branche parabolique et branche infinie

Définition 2.3 — Si lim f(z) = +oo et lim /() =a:
T—>+00 r—+00 I

o Sia#0et Er}ra [f(z) — az] = b (fini) : asymptote oblique y = ax + b.
e Siaz#0et Erf [f(x) — ax] = £o0 : branche parabolique de direction y = az.
T (e.e]

e Sia=0: branche parabolique de direction 'axe (Ox).
o Si lim @

= +00 : branche parabolique de direction 'axe (Oy).
T—r+00
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3. Concavité et points d’inflexion

3.1 Dérivée seconde

Définition 3.1 — Soit f deux fois dérivable sur I. La dérivée seconde de f, notée f”, est la
dérivée de f’.

3.2 Concavité

Définition 3.2 — Soit f deux fois dérivable sur I.

e C; est convexe (« tournée vers le haut ») sur I ssi f”(z) > 0 pour tout z € I.
e (; est concave (« tournée vers le bas ») sur I ssi f”(z) <0 pour tout = € I.

3.3 Points d’inflexion

Définition 3.3 — Un point d’inflexion de C; est un point ou la concavité change : f” s’annule
et change de signe.

Méthode

Pour étudier la concavité de f :

Calculer f”(z).
Etudier le signe de f”(x).
Sur un intervalle ou f” >0 : Cy convexe.

Sur un intervalle ot f” <0 : Cy concave.

™ P =

Points ou f” change de signe : points d’inflexion.

Exemple

Exemple 3.1 — Etudier la concavité de f(z) = z* — 3.
Solution. f'(z) = 322 — 3, f"(z) = 6z.

f"(z) <0 pour <0 : Cy concave sur | — 0o, 0].

f"(z) > 0 pour & > 0 : Cy convexe sur [0, +o0].

x =0 : changement de signe, donc point d’inflexion (0, 0).




Etude des Fonctions 1BAC Sciences Mathématiques

4. Etudes complétes types

4.1 Fonction polynoéme

Exemple 4.1 — Etudier f(z) = 2° — 322 + 2.

(1) Domaine. Dy = R.

(2) Limites. lim f(z) =400, lim f(z)= —oo (terme dominant z3).
xr——+00 T——00

(3) Branche. wll}rfoo f(z)/z = +o0 : branche parabolique de direction (Oy).

(4) Variations. f'(z) = 322 — 6z = 3z(x — 2).

Signe : f > 0 sur | — 00, 0[U]2, +oo[, f' < 0 sur ]0,2[.

f(0) = 2 (maximum local), f(2) = —2 (minimum local).

(5) Concavité. f(z) = 62 — 6 s’annule en x = 1.

1" négatif pour x < 1, positif pour x > 1 : point d’inflexion I(1,0).

(6) Tableau :

x —00 0 1 2 +00
() + 0 - — 0 +
@) - -0 ¥ ¥

I -0 2 N 0 N\, -2 N 40

4.2 Fonction rationnelle

x2—4

Exemple 4.2 — Etudier f(z) = =
x J—

(1) Domaine. Dy = R\ {1}.

(2) Division. f(z) =2+ 1— %
(3) Asymptotes.

o lim f(z)=+o0 (—3/07), lim f(x) = —o0 : asymptote verticale z = 1.
z—1- z—1t

. ll)Ijr:l [f(z) — (x +1)] = 0 : asymptote oblique y =z + 1.

3
(4) Variations. f'(z) =1+ @12 > 0 partout sur Dy.
x —_—
Donc f est strictement croissante sur | — oo, 1] et sur |1, +ool.
(5) Tableau : direct & partir de ce qui précede.

4.3 Fonction irrationnelle

Exemple 4.3 — Etudier f(z) = Va2 + 1.
Dy =R. f est paire.

%

"(x) = ———— ; signe de x.
7o) = 7y o o

: _ o flx) : _ G
xgr—ir—loo f(z) = +oo, xgrfm = 1, xgrlloo[f(x) — z] = 0 (par quantité conjuguée).
Donc asymptote oblique y = x en +00, et y = —x en —oo (par parité).
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4.4 Fonction trigonométrique simple

Exemple 4.4 — Etudier f(z) = cosz — sinx sur [0, 27].
f(x) = v2cos <a: + %) Donc f est 27m-périodique, f(x) € [-v/2,V2].

f'(x) = —sinx — cosz = — QSin(:p—i—%),

3 7
f’(x)zOpour:v—i—%:kw, soitacz—%+k:7r;dans [0,27r]:xzz7retx:£.

Variations sur [0, 27] : décroissance de 1 & —+/2 sur [0, 37 /4], croissance jusqu’a v/2 sur [37/4, 77 /4],
décroissance jusqu’a 1 sur [7m/4, 27].
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5. Synthese

5.1 Récapitulatif des notions

Notion Caractérisation
Asymptote horizontale y = ¢ lim f(z)="¢
T—300
Asymptote verticale x = a lim f(x) = +o0
z—a*t
Asymptote oblique y = ax + b lim [f(z)— (ax+b)] =0
T—300
Convexité >0
Concavité <0

Point d’inflexion

f” s’annule et change de signe

Axe de symétrie z = a

f@a—=) = J(@)

Centre de symétrie Q(a, b)

fRa—z)+ f(x) =2b

5.2 Pieges classiques

1. Asymptote oblique en +co et —oco. Elles peuvent étre différentes (cas typique : Va2 + 1).

2. Point d’inflexion sans changement de concavité. f”(xg) = 0 n’implique pas point

d’inflexion (cf. f(x) = z?).

3. Concavité et croissance. Concavité ne signifie pas décroissance ; ce sont deux notions dis-

tinctes.

4. Axe vs centre de symétrie. Ne pas confondre les relations f(2a —z) = f(z) et f(2a —z) +

f(z) = 2b.

5. Réduire le domaine. Toujours préciser la transformation appliquée pour compléter la courbe.

Fin du chapitre 2 — Etude des Fonctions
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