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1 La fonction exponentielle

On a vu que la fonction In est continue et strictement croissante de ]0; +oo[ sur R. Elle admet donc une réciproque sur
R, qui sera appelée fonction exponentielle.

La fonction exponentielle naturelle, notée exp, est la réciproque de In sur R. Pour tout « € R et tout y €]0; +o00] :
exp(z) =y < = =In(y).

On note exp(z) = e” pour tout z € R.

CoMSequences

e Dep =R;Vz €R, e > 0.
e el=1el=e
e VzeR, In(e®) =z et Vy>0,em¥=y.

e exp est continue et strictement croissante sur R.

PROPrictc

Pour tous a,b € R :
=eb «—= a=0.

1.1 Propriétés algébriques

properties

Soient z,y € R et € Q.

THY — oT . oY = 1
o € =et-e .ez:_m
a8 €
o ez—y:e_ O (ew)rze'rx
ey

EXeémple

« Résolution d’une équation. »
Résoudre dans R : (e%)? — 3e® + 2 = 0.

Solution. On pose X = e > 0. L’équation devient X? —3X + 2 = 0, soit (X —1)(X —2) =0. Donc X =1 ou X = 2.
Doue®=1oue® =2 c-ad.z=00ouz=1In2. 5={0;ln2}.

Résoudre dans R :

. elt = gua? e (€")2—3e"4+2<0 L O et
6173
| « & +6e*—5=0 o (e"+2)(e7*t —4)>0
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Résoudre dans R? le systéme : {

ew—l_l—e

Résoudre dans R : (a) €2 —5e® +6 =0; (b) e**? — 3e* = 4.

5e?*tl 4 3e7Y =17
Te?*tl _4em¥ = —9

E} Démontrer que pour tout ceR: =
el et +1 1+e

- v 2 2
is simolifi e’ —1 n 2
uis simplifier — .
= P e +1 er +e®

2 Limites de référence

properties

o lim e =400
r—+o0
e lim e*=0
r——00
eﬁ
e lim — =400
x——+00 I
xT
e lim — =+o00, neN*
rz—+oo ™

o lim ze*=0
Tr—— 00

e lim z"e* =0, neN*
T—>—00

e’ —1

x—0 x

EXémple
« Limite avec croissance comparée. »

Calculer lim (e* —z).
T—+00

6I

it : 1 T_zx)= .
produit m_&riloo(e x) = +00

Solution. On factorise : e* — x = e* (1 — i) Or % — 0 quand z — +o00, donc 1 — % — 1. Et ¢ — +oc.
e e

Par

m

Calculer les limites :

B (e B B i 2o

e* — 1 e’ —1 e
i 4 [ 6 [ e a—
9113% x w%lrfooe“+1 aHlIEoox3+x+1
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Calculer les limites :

a. lim (e® —\/7)

r—+o0

.’L‘2
b. lim €

z—too g3 +x +1

x
—1
Soit f(x) = €
a. Montrer que f est continue en 0.
b. Calculer lim f(x)et lim f(z).
r—r+00 T——00

pour x # 0 et f(0) = 1.

2r _ -z

c. lim
x—0 9B

5 z+4
d. lim e
r—+o0




3 Etude et représentation graphique de exp

3.1 Tableau de variations

exp est dérivable sur R, (%)’ =e* >0, lim e®*=0, lim e = +oo, e’ = 1.
T——00 Tr——+00

400
exp 1 ////’

3.2 Branches infinies et courbe

e En —oo: lim e®= 0%, donc I'axe (Oz) est asymptote horizontale.
T——00

T

e En +oo: 11111 - +00, donc branche parabolique de direction (Oy).
r—+oo T

Les courbes de In et exp sont symétriques par rapport a la droite y = x.

4 Dérivée de exp et de e"

PRPricte

o exp est dérivable sur R et Va € R, () = e”.

« Si u est dérivable sur un intervalle I, alors  — e“(*) est dérivable sur I et :

(e“(z))l = ' (z) @),

EXémple

« Dérivée d’une exponentielle composée. »

1:2+3m

Calculer la dérivée de f(z) =e sur R.

Solution. On pose u(z) = 22 + 3z, donc v/ (z) = 2z + 3. D’apres la formule :

F(x) = (2 + 3) e 132,

Calculer la dérivée de chaque fonction :

. filz)=ev® o falz) = ez72InleHD) o fa(x) = (€2 — )2
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Calculer la dérivée de chaque fonction :

e filx)=(x -z +1)e® o f3(xr) =e*sinx

-1
WACEE . fal@) = VT

. _ e’ —1
Soit f(z) =x — L R.

a. Vérifier que f(z) =z +1— puis calculer EIEI f(z) et lim f(x).

€
m’ T——400
b. Montrer que f est impaire.
c. Calculer f'(z) et étudier les variations de f.

5 Primitive de v’ - e*

PROPricte
Si u est dérivable sur un intervalle I, alors les primitives de x — u’(x) e“*) sur I sont :

@ 4y ceR.

EXémple

« Primitive d’une forme u’e*. »
7 . . ) 3
Déterminer une primitive de f(z) = (22 + 1) e* 73 sur R.

1
Solution. On pose u(z) = 23 + 3z, donc v'(z) = 32 + 3 = 3(2% + 1). Donc f(z) = 3 u/(x) e*®), et une primitive est :

1
F(l') = g €$3+3x.

Déterminer une primitive de chaque fonction :

. hile) =20 — e < falo) = oot
o fa(z) = e>F . fa@)=ze™
A'FAIFe™ 1a maison
Déterminer une primitive de chaque fonction :
o hi(z) = (322 — 2) e=" ~22+1 o h3(z) = e® cos(e”)
x
Soit f(z) = (z + 1) e®. Vérifier que F(x) = z e” est une primitive de f et en déduire toutes les primitives de f sur
R.




6 Fonction exponentielle de base a

Soit a > 0. Pour tout € R, on pose :
xT

a® = ewlna'

La fonction x — a® est appelée fonction exponentielle de base a.

CoéM8équences

e a’=1,a =a.
e 1% =1 pour tout x € R.

o Poura>0,a#1:log, et z+— a” sont réciproques I'une de l'autre.

properties

Soient a,b > 0et z,y € R, r € Q.

o a%-q¥ =a*ty

1 ° (az)r _— ara:
e a %= = « a”-b" = (ab)”
a® a® a\®
° =Y — o — = | —
“ av b (b)

6.1 Dérivée et variations

PIOPricto

Pour a > 0, a # 1, la fonction = +— a” est dérivable sur R et

(a*) = a”Ina.

e Sia>1:xzr a® est strictement croissante, lim a® =0 et
x — 00

lim a® = +oc.
e Si0<a<1:x+— a” est strictement décroissante,

r—r+00
lim a® =+oc0et lim a® =0.
T—r—00 r—r+o0

EXémple

« Inéquation exponentielle. »

1\*° 1
Résoudre [ = | < =.
esoure<2> =7

1\* 1 1
Solution. (=) <==|(=
olution (2> = (2

Résoudre dans R :

2
) . Comme la fonction z — (1/2)% est strictement décroissante : > 2. Donc S = [2; +00].

. 3T > 9" « 102 4+2.10°—3>0 . 277 =3
Calculer la dérivée de :
o f(z) =27 2w +2 o g(z) =2 (sur ]0;+oo[, écrire g(x) = e*m?)
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Résoudre dans R :

o 527 —4.5% —5=0

(1)12—1
. 5 >
o =3

. 3z+1 _|_3w—1 - 10

-

Calculer la dérivée et étudier les variations de f(z) = z - 2% sur R.

Croissance exponentielle. Une population suit la loi N(t) = Ny - 2t/T ot ¢ est en heures et T est le temps de
doublement. Si Ng = 1000 et 7" = 5 h, calculer N(15) et déterminer le temps nécessaire pour atteindre 50000
individus.




