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Dans tout ce chapitre, ’espace est rapporté au repere orthonormé direct (O ; i 7, E)

1 Produit scalaire dans ’espace

Soient 1 et ¥ deux vecteurs de I'espace, et A, B, C trois points tels que u = E et v = 1@ Le produit scalaire
4 - U est le produit scalaire des vecteurs E et AC' dans tout plan contenant A, B, C.

CoéM8équences

o Si i, v sont non nuls : @ -0 = ||| - ||| -cos(qi\ﬁ).
e UlV < w-¥=0.

, noté 2.

1.1 Expression analytique
PIOPrictc

Sid(x,y,z) et v(z',y,2"), alors :

0-7=zxx' +yy + 27, @l = Va2 + y2 + 22

EXeémple

« Nature d’un triangle. »
Soient A(2,—1,1), B(5,3,1), C(6,—4,1). Calculer AB, AC et xﬁ . zﬁ, puis donner la nature du triangle
ABC.

Solution. AB(3,4,0), AC(4,-3,0). AB= O+ 16 =5, AC = V1619 =5, AB-AC =12~ 1240 = 0.

Triangle rectangle isocele en A.

1.2 Orthogonalité de deux droites
PIPricte

(D1) L (D) <= uj-uz =0 ou uj, us sont des vecteurs directeurs de (D7), (D2).




r=1+4t
Vérifier que (D1) L (D3) : (Dy) dirigée par 4(1,2,3); (D2): qy=2—-2t ,teR.
z2=25

A'TATe A 1a maison
Soient A(1,0,2), B(3,2,0), C(2,4,3), D(0,2,5).
Déterminer les coordonnées de E , R, E

Calculer Jﬁﬁ, Jﬁzﬁ, z@zﬁ

Calculer AB - CD et en déduire que (AB) L (CD).

Calculer la mesure (en degrés) de l'angle (ﬁ , @)

2 Equation cartésienne d’un plan

PROPricts

Soit 7i(a, b, ¢) un vecteur non nul et A(x4,y4,24) un point de l'espace. Il existe un unique plan (P) passant
par A et de vecteur normal 7 :

M(z,y,z) € (P) < AM =0 ax +by+cz+d=0

avec d = —(axg + bya + cza).

EXeémple

« Equation d’un plan. »
Déterminer une équation cartésienne du plan (P) passant par A(1,—2,3) de vecteur normal 7i(1, —3, —2).

Solution. Le plan a pour équation 1 -2 —3-y—2-24+d=0.0r A€ (P):1—-3(—2)—2(3)+d =0, soit
146 —-6+d=0, donc d=—1. Conclusion : (P):2z—3y—2z—1=0.

2.1 Distance d’un point a un plan
PROPrictc

Si (P):ax+by+cz+d=0et A(xa,ya,z24) :

B laxa + bya + cza + d

AP == s




2.2 Orthogonalité et parallélisme de plans
PROPricts
Soient (P), (Q) deux plans de vecteurs normaux 7ip, 7.
- (P)
- (P)

1(Q) np-ng = 0.

| (Q) <= 7ip,Tig colinéaires.

Soit (P) :z+y+2z+1=0et A(1,2,0). Calculer d(A, (P)), déterminer la droite (D) passant par A
orthogonale & (P), et trouver le projeté orthogonal H de A sur (P).

E Etudier 'orthogonalité de (P): 2z +2z—1=0cet (Q): 2z —2y—22z+1=0.

A falre'a la maison

On consideére les points A(—1,0,1), B(1,2,-1), C(1,—1,2) et le plan (P) : 2 +y — z = 0.
Donner une représentation paramétrique de (AB).
Vérifier que (AB) L (P) et déterminer le point d’intersection.
Montrer que (AC) || (P).
Déterminer une équation cartésienne du plan (@) passant par B et parallele a (P).

Calculer la distance entre (P) et (Q).

3 Etude analytique d’une sphére

La sphere (S) de centre Q(a,b,c) et de rayon R > 0 est ’ensemble des points M tels que QM = R. Son
équation cartésienne :
(z—a)?+(y-b2+(z—c)?=R%L

PIOPricte
—

Soient A, B deux points distincts. La sphére de diamétre [AB] est 'ensemble des M tels que AM - BM = 0.

POPricte
Soit (S) : 22 +y? + 22+ ax + by + cz +d = 0. Posons A = a® +b? + % — 4d.

b
o SiA>0:(S5) est lasphére de centre Q(—g, ~3

—g) et de rayon R = @

- SIA=0:(S)={Q}.
- SiA<0:(S)=0.




« Identification d’une sphere. »
Etudier (S): 224+ y? +22 -2y +324+2=0.
Solution. Icia =0,b= -2, ¢c=3,d=2. A=0+44+9—-8 =5 > 0. Donc (5) est la spheére de centre

Q(O;l;—g) et rayon R = \/75

Donner une équation cartésienne de la spheére de centre €(2,0,1) de rayon /2.

g Donner une équation cartésienne de la sphere de centre (1, —1,2) passant par A(—1,4,5).
Identifier (S) : 22 +y? + 22 — 42 — 6y = 0.

Donner deux méthodes pour I’équation de la sphére de diametre [AB] avec A(—1,3,2), B(—3,1,0).

A faite'a la maison

On considere (S) : 22 +y? + 22 — 62+ 2y — 42+ 5= 0.
Vérifier que (S) est une sphere; déterminer son centre {2 et son rayon R.
Le point A(2,1,3) appartient-il & (S)?
Soient B(1,1,1) et C'(5,1,3). Montrer que [BC] est un diametre de (5).
Donner une représentation paramétrique de (.5).

Donner les équations des deux plans tangents a (S) et paralleles a z = 0.

4 Position relative sphére / plan / droite

4.1 Tableau récapitulatif

Spheére (S) de centre 2, rayon R ; plan (P), droite (D)

Sphére / plan | d =d(Q, (P)) Intersection

d>R vide

d=R un point (tangence)

d< R cercle de centre H, rayon r = VRZ — 2
Sphére / droite | d = d(Q2, (D)) Intersection

d>R vide

d=R un point (tangence)

d<R deux points




EXémple

« Position sphére / plan. »

Soit (S):a? + 2 +224+22 —2y+22—1=0cet (P,): 2z +y+ 2z — 3 =0. Etudier la position relative.

CR(=D+1+2(-)-3 6
vVi+1+4 3

Solution. Centre Q(—1,1,—1), rayon R =1+ 1+1+1=2.d(Q, (P1))
2 = R. Donc (Py) est tangent a (5).

APPlication

Soit (S) : 2%+ y? + 22 + 2z — 2y + 2z — 1 = 0. Etudier la position relative de (S) et de chaque plan :

o (P2):z—2y+22+3=0 e (P3):z+2y—2+9=0 o (Pr):z—y+2=0

A faire'a la maison

Soit (P):2z—2y—5=0¢et (S): 22+ 4% +2%2 -2z +4y + 62+ 11 =0.
Montrer que (S) est une sphere et déterminer 2, R.
Montrer que (P) coupe (S) suivant un cercle (C); déterminer son centre H et son rayon 7.
Donner les deux équations cartésiennes des plans tangents a (S) et paralleles a (P).
Soit (@) : z +y+ z+ 1 = 0. Vérifier que (Q) est tangent a (S) et déterminer le point de contact.
Vérifier que A(2,—1,—2) € (S) et déterminer une équation du plan tangent a (S) en A.

5 Produit vectoriel

ition

E

Le produit vectoriel de i et ¥, noté @ A ¥ (ou @ x ¥), est le vecteur  tel que :
e Si @, v colinéaires : @ = 0.

o Sinon : W est orthogonal & 4 et ¥, (i, ¥, %) est une base directe, et ||| = ||| - ||7]| - |sin(1ﬁ’)|.

?

ences

1 et U colinéaires <— U AU =0.

PPOPrict

Soient i, ¥, W trois vecteurs et o € R.

>

o AN —TAU o UN{WU+ W) =UAT+TAT
T AT A

0 o (au)

L




5.1 Expression analytique

PROPricte

Sid(x,y,z) et v,y 2") :
yzl_zy/
UANT = | za' —x2
zy —yx
Moyen mnémotechnique :
L 7= " -
u/\vzyy,z—xx,j /| k.
z z z z Yy oy

« Calcul d’un produit vectoriel. »
Calculer @ A ¥ pour @(0,1, —2) et ¥(—3,1,2).
Solution.
1x2—(-2)x1 4
UANT=|(-2)x(=3)—0x2] =16
0x1—1x(-3) 3

5.2 Applications du produit vectoriel
PROPricte

« Plan défini par 3 points A, B,C non alignés : 1 = AB A AC est normal au plan (ABC).

« Aire d’un triangle : A(ABC) fHE A ﬁH
+ Aire d’un parallélogramme ABCD : A= ||E A EH
| AM A
U
« Distance d’un point M a une droite (D) = (A,4) : d(M, (D)) = T
u

dirigée par iip A 7ig.

+ Intersection de deux plans (P),(Q) de normales 7ip,7ig : si ip Afig # 0, (P) N (Q) est une droite

« Plan défini par 3 points. »
Soient A(2,4,—5), B(1,0,4), C(0,3,1). Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

Solution. /ﬁ(—l, —4,9), @(—2

(—4
A=ABAAC = (9)(-
(=

(=1)

)(6) - (9)(~1) 15
2)— (-1)(6) | ={-12
1

)= (=4)(=2) =7

Plan (ABC) : —15(z—2)—12(y—4)—7(2+5) = 0, soit —152—12y—72z+43 = 0, ou encore 15x+12y+72z—43 = 0.




Soient A(—1,2,0), B(3,0,4), C(—2,1,2). Vérifier que A, B,C ne sont pas alignés et calculer 'aire du
triangle ABC.

r=1+1
Calculer la distance de M (3,2,1)a (D): qy=1 ,teR.
z=—1

Soient (P):2x+2—1=0, (Q): x —2y —2z+ 1= 0. Vérifier que (P) N (Q) est une droite, donner un
vecteur directeur et une représentation paramétrique.

A'fArea la maison

On considere les points A(0, —2, —2), B(1, -2, —4), C(—3, —1,2), et la sphere (S) : 22 +y%+22—22—22—-23 = 0.
Montrer que 1@ A @ =20+ 23—!— k.
En déduire que 2x + 2y + z + 6 = 0 est une équation cartésienne de (ABC)).
Montrer que le centre de (S) est ©2(1,0,1) et R = 5.

=142
Vérifier que < y = 2t est une représentation paramétrique de la droite (A) passant par € ortho-
z=1+4t

gonale a (ABC).
Déterminer le point H d’intersection de (A) et (ABC).
E Vérifier d(2, (ABC)) = 3, puis montrer que (ABC) N (S) est un cercle de rayon 4 centré en H.

Calculer l'aire du triangle ABC' et celle du parallélogramme ABCD ou D est tel que E = @ .
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