Calcul intégral e
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1 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Soit f(z) = 32% — 1. Déterminer deux primitives F' et G de f sur R, puis calculer F(2) — F(0) et G(2) — G(0). Que
remarquez-vous 7

Soit f continue sur un segment [a;b] et F' une primitive de f sur [a;b]. Le nombre F(b) — F'(a) est appelé intégrale de f
de a a b, et noté :
b

b
/ flx)dz = [F(x)]a = F(b) — F(a).

Cette définition ne dépend pas de la primitive choisie.

EXémple

« Calcul d’une intégrale élémentaire. »

1
Calculer / (x+1)dx.
0

Solution. Une primitive de f(x) =z + 1 est F(z) = % + z. Donc :

/01(x+1)dx:F(1)—F(0):%_,_1_0:;

1.1 Propriétés de l’intégrale
PROPrictc

Soit f continue sur I et a,b,c € I.

. /aaf(x)dxzo.

. /abf(x)d:z::—/baf(x)dx.

. (Chasles) / " faydo = / "t do + / " fa)de.

PROPrictc

Soient f, g continues sur [a;b] et k € R.
b b b
. /(f‘HJ)(z)dx:/ f(x)dm-i—/ g() dz.
ab ba @
. / k f(x)dx = k/ f(x)dx.




EXémple
« Intégrale d’une valeur absolue (Chasles). »

2
Calculer / || dz.
-3

0], x| =

I

Solution. Sur [—3;

(—:z:)dx+/02xdx= [

0
|| da: :/
—8

—x; sur [0;2], |z] = 2. Par Chasles :

$2

L+

2

Calculer :
2
/ (223 — 522 + 2) dx

B (-3

/ cos(2z) dx

m/

2z]
1 .’E2 + 1

5
/ |z? — 4z| dx
=l
1
m / le™* ! — 1] dx
0

A fAITea 1a maison

Calculer les intégrales suivantes :

| [ ()

./ h’le
/ z\/1+ x2dx
0

2 Intégrale, ordre et valeur moyenne

PROPrictc
Soient f, g continues sur [a;b] avec a < b.

b
o Si f>0sur [a;b], alors / f(z)dz > 0.

b b
o Si f <gsur [a;b], alors / f(z)dx S/ g(x)dz.

a

Soit f continue sur [a;b], a < b. La valeur moyenne de f sur

T b—ua

11 existe au moins un ¢ € [a; b] tel que f(c) = p.

[a; ] est :

/ab f(z)dx.




EXémple

« Calcul d’une valeur moyenne. »
Calculer la valeur moyenne de f(z) =

()
u(z)

x
1+ 22

Solution. f(z) = avec u(z) = 1 + 22

3
J
Inb

R

2x
1+ z2

1

Valeur moyenne : p = 31

xInb =

sur [1;3].

Une primitive est In(1 + 22). Donc :

dx = [In(1+2?)]3 =1n10 —In2 = In5.

2
I8 Montrer que [ In(2? +1)dz > 0.
1

Calculer K + L et K + 2L.
En déduire les valeurs de K et L.

2 .
Encadrer / szx dx.
1 X
1 2
Calculer la valeur moyenne de = — el sur [1;e].
A 1a maison
In2 ¢ In2
-1 1
SoientK:/ et—dt etL:/ —dt.
o e +1 o e +1

3 Techniques de calcul d’intégrales

3.1 Reconnaissance d’une primitive

EXémple

li
. u

« Reconnaissance de la forme —. »
u

/4
Calculer /
0

ew

et +1

dx.

dxr

Solution. On pose u(z) =€ +1 > 0, v/(z) = €”

/

a8
. L’intégrande est L, primitive Inu :
u(z)

= [In(e” + 1)]3/4 =1In(e™*+1) —In2.




3.2 Décomposition d’une fraction rationnelle

EXémple
« Décomposition. »
3.2

= 4

Calculer / ﬂ dx.
9 z—1
2 — 4 1
Solution. Division euclidienne : ﬂ =x—5— ——. Donc :
rz—1 r—1
3.2 2 3
— 4
/ bt T sr—me—1| = (2-15-12) - (2-10-0) = -2 —n2.
9 z—1 2 2 2 2

3.3 Linéarisation des polynémes trigonométriques

Pour calculer [ cos™ zdz ou [ sin” x dz, on linéarise via les formules d’Euler ou les formules trigonométriques classiques.

Calculer :
=1 4 "
—me K:/O tanx dx
1 ™
‘2‘ J = / tet dt L :/ cos® z dz (linéariser)
0 0
AT 1a maison

e +1 et +e e?r +1

m/
Calculer /

3
_— <C082 x

2z x —x 1 2z
e -1 e*—e e“r —1
Vérifier que = —, et calculer / —— dx.
0

- 4cos(2:1:)) da.

4 Intégration par parties (IPP)
PIOPricts

Soient u, v deux fonctions de classe C* sur [a; b].

Stratégie : choisir v pour que sa dérivée se simplifie (souvent v = In, v = polynome), et u’ pour qu’il s’intégre facilement.




EXémple
« IPP avec polynome et exponentielle. »

1
Calculer I = / z e’ dx.
0

Solution. On pose v(z) = z, v/(z) = e*, donc v'(z) =1, u(z) = e* :

=[xe””]é—/ole”‘dxze—[ef]g):e_(e_l): .

EXémple

« IPP avec logarithme. »

e
Calculer Iz/ 2% 1nz dz.
1

1
Solution. On pose v(x) = Inx, v/ (z) = 22, donc v/(z) = = u(z) = 3

z3Inz]° € g2 e 1
I: — _d = = —
[ 3 ]1 /1 37373

Calculer par IPP :
/ (2z —1)e /2 dx / z? cosz dx
1 0
e 1
/ In(z + 2) dz g / " dx
2 0

A'fAe'2 1a maison
Calculer par IPP :

2 1 2
¢ (z+1)
/1 2(n2)? da /0 LS
2 T
/ N dir //2sinxemdx
1 ™

5 Calcul d’aires

PROPricte
Soit f continue sur [a;b]. L'aire (en unités d’aire) du domaine délimité par (Cy), 'axe (Ox) et les droites = a, z = b
est :

A=/ab|f(x)ldx-




PROPrictc

Soient f, g continues sur [a;b]. L’aire du domaine (A) délimité par (Cy), (Cy) et les droites z = a, x = b est :

b
AB) = [ 1@ - g(o)] da.

Unité d’aire (u.a.) : si le repére est orthogonal avec ||i]| = « et ||j]| = 8, alors 1 w.a. = a x 8 unités du systéme choisi
(ecm?, etc.).

EXémple

« Aire entre deux courbes. »

Soient f(x) = 22?4+ 1 et g(x) = 22 + x + 1. Calculer l'aire du domaine entre (Cy), (Cy), z =0 et x = 2.
Solution. f(z) — g(z) =2? — 2 = z(z — 1). Sur [0;1], f — g < 0; sur [1;2], f — g > 0. Donc :

AZ/Ol(g—f)d:c+/12(f—g)d:v:/Ol(x—xQ)dx+/12(x2—x)dm.

1 8 1 1 5
f01($—$2)d$= gz6.f1(x2—m)dx:§—2——+—=—.Total:.A:1u.a.

1
2 3 2 6

Le plan est orthonormé d’unité 1 cm. Calculer 'aire du domaine délimité par la courbe de f(z) = sinz, l'axe (Oz) et
™ T
les droites = —= et = — (en cm?).

A falfe'a la maison

Soit f(x) = =

————— sur ]0; e[U]e; +00], repére orthonormé d’unité 2 cm.
(1-Inz)

ve
Montrer que V/l\ m dr =In2.

Calculer en cm? 'aire du domaine délimité par (Cy), 'axe (Oz), z =1 et = \/e

6 Calcul de volumes

PROPricte
Soit f continue sur [a;b]. Le volume du solide engendré par la rotation d’un tour complet de la courbe (Cy) autour de
laxe (Ox) est :

b
V= 7r/ (f(:c))2 dx  (en unités de volume).




« Volume de révolution. »
Calculer le volume engendré par la rotation de f(x) = e® sur [0;1] autour de (Ox).

271
V:W/lezasdwzﬁe2 _me-n
0 2 Jo 2 -

Solution.

APPlication
Calculer le volume engendré par la rotation autour de (Oz) de :

f(z) = ze*/? sur [0;1].
N
H flx)= sur [O,Z]

Cos T

A falre'a 1a maison

Calculer le volume engendré par la rotation autour de (Oz) de la courbe de f(x) = /x sur [0;4], et celle de g(z) = cosz
sur [O; g}

7 Tableau récapitulatif des primitives usuelles

f(z) Primitive F(z) | Conditions
a (constante) azx
anrl
" T neQ\{-1}
% In 2] ©#0
eax+b 1 eaac+b a 7& 0
a
sin x —Ccosx
coszT sinx
sin(ax + b) f% cos(ax +b) a#0
cos(ax + b) é sin(az + b) a#0
1+ tan?z tan z r# 5 +km
Z((;)) In |u()| u(z) # 0
U/(ZE) 6u(m) eu(z)
u' () 1
(u(x))? 7@1 e
ey | M T rea\ -y
u'(z) cos(u(z)) sin(u(zx))
o/ (z) sin(u(z)) —cos(u(z))
() 2/ u(x) u(z) >0




