Limite d’une fonction 1BAC Sciences Mathématiques

Limite d’une fonction

1¢*¢ Année Baccalauréat — Sciences Mathématiques

Volume horaire officiel : 9h (cf. répartition 2013) - Pré-requis : généralités sur les fonctions (chapitre 3),
trigonométrie (chapitre 7), ordre dans R.

Capacités attendues : calculer les limites des fonctions polyndémes, rationnelles et irrationnelles ; calculer les limites
des fonctions trigonométriques simples & l'aide des limites usuelles ; résoudre des inéquations de type |f(z) — ¢ < e
pour prouver lim f = ¢ dans des cas simples.
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1. Notion intuitive de limite

1.1 Approche graphique

Définition 1.1 — (Approche intuitive) Soit f une fonction et a € R (ou a = £00). On dit que
f tend vers /¢ (réel ou £00) quand z tend vers a, et on écrit

lim f(z) = ¢,

r—a

si les valeurs f(x) se rapprochent d’aussi prés qu’on veut de £ lorsque z se rapproche suffisamment
de a.

1.2 Exemples graphiques

Exemple 1.1 —
o lina (3z + 1) = 7 (limite d’une fonction continue : on substitue).
T—

e lim L=0.
z—+oo L

e lim 1=+400.

z—0t F

e lim 1=—c0.

rz—0~
° lim 22 = +oo.
T—r—+00

° lim 23 = —c0.

T—r—00
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2. Limite en un point

2.1 Définition formelle (informelle pour le programme)

Définition 2.1 — Soit f définie sur un voisinage de a (sauf éventuellement en a).

lim f(z) =¢ & (Ve >0)(3n>0)(Vz) (0< |z —a|<n=|f(z) — ¢ <e).

r—a

2.2 Limite a gauche, limite a droite

Définition 2.2 —

lim f(z)=0 & (Ve>0)3n>0)(Vz) O<z—a<n=|f(z)—{ <e).

1_i>m7 fle)=0 & (Ve>0)3n>0)(Vz) (0<a—z<n=|f(zx)—{ <e).

f admet une limite en a ssi lim f(z) = lim f(z) ; cette valeur commune est alors la limite.
T—a~ z—at

2.3 Continuité

Propriété 2.1 — Si f est définie en a et %11}1(11 f(z) = f(a), on dit que f est continue en a. Les

fonctions polynomes, rationnelles, racines (sur leur domaine), sin, cos, tan sont continues sur leur
domaine.

Pour ces fonctions : li_I)n f(x) = f(a) (on « substitue »).
r—ra
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3. Limite en ’infini

Définition 3.1 —

lim f(z)=¢ & (Ve >0)(FAcR)(Vz > A) |f(z) —{| <e.

Tr—+00

lim f(z)=+0c0 < (VB>0)(3A€R)(Vz > A) f(z) > B.

T—+00

Propriété 3.1 — (Limites usuelles a ’infini)

Pour n € N* :
. ) +o00 sin pair
lim 2" =400 ; lim 2" = ) p )
T—+00 T——00 —0o0 sl m impair
. 1 . .
lim — =0 ; lim vz =400 ; lim vz =0.
r—Foo " T—+00 z—0+
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4. Opérations sur les limites

4.1 Théoréme de la somme, du produit et du quotient

Théoréme

Théoréme 4.1 — Soient f, g deux fonctions et a € RU {£o0}. Si lim f(z) =41 et lim g(x) = Lo
(avec ¢y, lo finis), alors :

lim (f(z) + g(x)) =+ 62 ; lim(f(z)-g(x)) = lils.

r—a T—a

_ fl@) b
I%m—g (sifly #0).

T

4.2 Limites avec ’infini

Propriété 4.1 — (Reégles avec c0) On résume les regles usuelles :
Somme ‘ Cas
l+00=400 £+ (—00)=—00 | si/fini
400 + (400) = +00
—00 + (—00) = —00
+00 + (—0o0) forme indéterminée
Produit ‘
(£00) - (£00) = %00 selon signes
¢ - 00 = %00 selon signes (si £ # 0)

0-00 forme indéterminée
Quotient ‘

<= = 0 (si £ fini)

i% = +00 selon signes (si £ # 0)

X et % formes indéterminées

4.3 Quatre formes indéterminées

Les formes indéterminées (notation FI) sont :

Dans ces cas, on ne peut pas conclure directement. Il faut transformer ’expression pour lever
I’indétermination.
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5. Calcul de limites usuelles
5.1 Polynomes a l’infini

Théoréme

Théoréme 5.1 — La limite & 00 d’un polynéme est celle de son terme de plus haut degré.

Pour P(z) = apz™ + ap_12" 1 + -+ ag avec a, # 0 :

lim P(z)= lim apz".
z—=Fo00 z—Fo00

Exemple

Exemple 5.1 — lim (322 =52 +7) = lim 32? = +oc.
r——+00 r—+00
lim (=223 + 22 —4) = lim (—2z3) = 4o0.

T—r T—r—00

5.2 Fonctions rationnelles a ’infini

Théoréeme

Théoréme 5.2 — La limite & 0o d’une fonction rationnelle est celle du rapport des termes
de plus haut degré.

Exemple 5.2 — lim ———— = lim — =2.

s . a3 .
lim = lim —= lim = —c0.
z——oco 12 + 1 z—s—c0 2  zo—o00

5.3 Forme % : factorisation
Méthode

Pour lever une FI J dans un quotient ggg en z =a:si P(a) = Q(a) = 0, factoriser (z — a)

au numérateur et au dénominateur, puis simplifier.

2 — Al —9 2
Exemple 5.3 — lim ° = lim E=2)@+2) = lim(z +2) = 4.
=2 x — 2 x—2 x—2 x—2

5.4 Forme % ou oo — o0 avec racines : quantité conjuguée

Méthode

Pour les fonctions avec racines, multiplier par la quantité conjuguée pour faire disparaitre la
racine :

\f_@:ﬁ (sia,b> 0 et v/a+ vb # 0).
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Vz+1-1 . (Vz+1)2-12 T

Exemple 54 — lim—— =

A o N li
z—0 7 250 z(Ve+1+1) 250 z(vVr+1+1)

1
lim

1
20T F 141 2

5.5 Limites trigonométriques fondamentales

Théoréme

Théoréme 5.3 — (Limites trigonométriques usuelles)
i 1- 1
I | ; lim —CQOsx =— ; lim tan ¥ = Il.
z—0 T z—0 T 2 z—=0
in(3 in(3
Exemple 5.5 — lim 5207 _ jpy 3. 5062 _ 5y g
=0 T z—0 3z
- s%n(5x) o S%n(5x)/(5:13) 5T §
=0 8in(2x)  z—0sin(2x)/(2x) - 2z 2
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6. Comparaison et encadrement
6.1 Théoréme de la comparaison

Théoréme

Théoréme 6.1 — Soit f et g telles que f(z) < g(z) au voisinage de a.
« Si lim f(z) = 400, alors %1_1(}1(119(30) = +o00.

e Si }jl_rg}lg(x) = —00, alors lim f(z) = —o0.

6.2 Théoréme des gendarmes (sandwich)

Théoréme

Théoréme 6.2 — (Théoréme d’encadrement) Soient f, g, h telles que g(z) < f(z) < h(z) au
voisinage de a.
Si %gr}lg(a:) = %1_1)1% h(z) = ¢ (fini), alors };1_121 f(x) ="+

Exemple

|

z—0

Exemple 6.1 — Montrer que lim xsin(—) = 0.

Solution. Pour z # 0,

1 1
sin(—)‘ < 1. Donc —|z| < msin(—) < |z|.
x x

Comme lim |z| = 0 et lim (—|z|) = 0, par les gendarmes, lim xsin(—) =0.
z—0 z—0 z—0 5

sin
Exemple 6.2 — Montrer que lim = 0.
x—+00 I
. -1 sinx 1 . . =1l
Solution. — < < — pour z > 0. Comme lim — = lim — = 0, par les gendarmes,
x T T—+00 T T—+00 T
. sin x
lim = 0.
rx—+oco I
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7. Synthese

7.1 Méthodologie de calcul de limite

1. Substitution directe si la fonction est continue en a.

2. Si on obtient une forme indéterminée, identifier laquelle :
e 00 — 00 : mettre en facteur le terme dominant.
. 8 : factoriser, simplifier ; ou conjuguer si racines.

x . 2 . . .
o = : termes de plus haut degré pour rationnelles, conjuguer pour racines.

e 0 X 0o : transformer en quotient.

sin x

3. Utiliser les limites usuelles (*2* — 1, etc.).

4. Si nécessaire, appliquer comparaison ou gendarmes.

7.2 Récapitulatif des limites usuelles

Expression Limite
lim S2E 1
z—=0 *
lim tanx 1
z—>01 x .
3 —COS X
Iy == |
. sin(ax)
e 70| e
lim L 0
z—+oco ¥
lir}ra z™ (n > 0) +00
T—r+00
lim % 400
x—0+
lim % —00
z—0~

7.3 Pieges classiques

1. Substituer dans une FI. Penser que % =1ouoo—o00=0. Fauz !

2. Mauvais signe avec —oco. lim 22 =

—00, pas +o0.
T—r—00

3. Limites usuelles : conditions. lim &%

ST — 1 yniquement en x — 0 ; en x — +oo, la limite
z—0 T
est 0 (pas 1).

4. Quantité conjuguée mal posée. Multiplier numérateur et dénominateur, pas juste I'un.

5. Gendarmes mal appliqué. Il faut g < f < h simultanément, pas séquentiellement.

Fin du chapitre 9 — Limite d’une fonction
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