Limite d’une fonction
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1 Limite d’une fonction en un point

Soient a,¢ € R et f une fonction définie sur un voisinage |a — xg; a + o[ (éventuellement privé de {a}), zo > 0.
o Si f(z) tend vers ¢ quand z tend vers a, on écrit lim f(z) = £. Si elle existe, cette limite est unique.
r—a
e Si f(z) = 400 (resp. —o0) quand x — a, on écrit lim f(z) = 400 (resp. —00).
Tr—ra
o La limite & droite (resp. & gauche) en a, notée lim+ f(z) (resp. lim f(x)), est la limite quand z tend vers a
T—ra T—a—
avec x > a (resp. « < a).
o lim f(z)=¢< lim f(z)= lim f(z)="~¢
r—a r—a~ rz—at

0 +
Formes indéterminées : —, ;.O, +00 — 00, 0 X (£00).
0" +o0

PROPrictc

On admet les limites de référence suivantes (avec n € N*) :

o lim — =+400, lim — = -0 e lim — =+00
z—0+ T z—0~ T z—0+ T
. 1 . 1 . . L .
o lim — = +o0. o lim — = 400 si n pair, —oco si n impair.
z—0+ /T z—0— "
EXémple

Calculer les limites suivantes :

B i 22 3 [ i =i

z—=3 x—3 z—4 1 —4 z—3— 3T — x2
203 + 222 +x+ 1 x+2 .oxr—1

i i (3 lim ———
wl—l>n—11 2+ 3x + 2 =] zll>n31+ 3z — x2 e—=1- |z — 1]

On considere les fonctions :

2
—x-|—]_, 1’23 L—’—l’ xSQ
J@=30_ ) oo, e@=]-w+3
-4 +1, xz< 1—ax2, x>2

Calculer lim f(z) et lim f(x). f admet-elle une limite en 37
z—3+ z—3~

Déterminer une valeur de a pour laquelle g admet une limite en 2.




2 Limite d’une fonction en +oo

PIOPrictc

Soit n € N*| k € R*.
e lim z" =+4o00; lim 2" = 400 sin pair, —oco si n impair.
r—+00 T——00
e lim — =0
r—too ™

o Pour P, @ deux polyndémes de termes de plus haut degré azx™, bx™ :

P(x) . az™

e Sif>0cet ET f(z) = £ >0, alors EEI_I Vf(z) = L. Silim f = +o0, alors lim \/f = +o0. (Idem en —oc ou

en un point a.)

EXémple

Calculer les limites suivantes :

R 2 2 5 3 2 . \/27
H i = Jg zggloo(1+5w + 8z) B in Ve?+2+5
z—+oo 4x
G, STt : . , 4+ 223
7 A0 T BLIRCS Il 5 1 Ba? 4 1

Calculer les limites suivantes :

_ 3_ 2
lim —(2 VBl = lim s

z——00 222 — 3 z—+oo \ x — 4

. x| — 3z
[ 2 Y il lim /322 — bz + 1

m

3 Opérations sur les limites

Dans tout ce qui suit, a est réel ou oo, et £, ' sont réels. Le tableau suivant donne les opérations possibles sur les limites
(avec 11 F.I. z pour forme indéterminée) :
limf | limg | lim(f+g) | lim(fg) | im(f/g)
/ 0 #£0 L+ 4 o /e
£>0| —o0 —00 —00 0
(<0 | +oo +o00 —00 0
400 400 +00 400 F.L
—00 -0 —00 400 F.I.
+00 —00 F.I —00 F.L
0 +o00 +oo F.I. 0
0 0 0 0 F.I
£#0 0 / 0 +oo




EXémple

Calculer les limites suivantes :
) 1 Vo +5z—3
1 [ 3 T+ — i =
W i (14 ) : B
) 1 2
xggloo(—3+5) <1+5> lim (V422 —z+3—2z+1)

T—+00

Calculer :

B o Bl im (Vi tz+a)

z——o00 2 — b

4 Limite des fonctions trigonométriques
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. wh—I>r111 cos(z) = cos(a) et il_]f)r{ll sin(x) = sin(a).

T
o lim tan(z) = tan(a) si a # — + kn, k € Z.
r—a 2
o lim tan(z) =+4+occet lim tan(z)= —oc.
T /27 z—mw/2F
« sin, cos, tan n’admettent pas de limite en +oo.
tan(ax)

sin(ax) cos(ax) 1

. Poura;éO:il_% - :1,mhg}) . _191_)0W:§,
EXémple
Calculer les limites suivantes :
5x) tan(2 t
. lim sin(5x) s an(2z) lim an(mx)
. .7:—)0 x = z—0 x _—rs1 x—1
. sin(4z 1—
I ) o Lo cos(vD) '
z—0 tan(5$) 20t x gc_>o

Calculer lim =
>4 a5 = 1

sinx — cosx




5 Limites et ordre
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Soient a,¢ € R et f,g,h des fonctions numériques. On suppose les inégalités vérifiées au voisinage de a (qui peut étre
+00 ou un réel).

* Sig< fetlimg=+4oo, alors lim f = +oo.

o« Sif<getlimg= —o0, alors lim f = —oo0.

o Si|f—4{] <getlimg=0,alors lim f = ¢.

¢ Théoréme des gendarmes : si g < f < h et limg =limh = £, alors lim f = /.

1 1 x a3
Montrer que pour tout z € R, - < —— < 1. En déduire lim — et lim ———.
3 2 —coszx z—+oco 2 — COS T Tz——00 2 — COS T

1
Soit f définie sur R* par f(x) = xsin<;) + 2. Vérifier que |f(x) — 2| < |z| et en déduire lin}) ().
r—>

Soit f(z) = Sl pour z > 0.
%
2
Montrer que pour tout = > 0, |f(x)] < —.
T

En déduire zglfoo fa).




