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1 Le logarithme népérien
1.1 Définition
A®tivité

1
La fonction z — — est continue sur ]0; +oo[; elle admet donc une primitive sur |0; +o0c[. Parmi toutes ses primitives, il

a5
en existe une seule qui s’annule en 1.

Définition

1
L’unique primitive de la fonction z — — sur ]0; +oo[ qui s’annule en 1 est appelée fonction logarithme népérien, notée
a8

In.

ComMSequences

o Dj, =]0;+400[; In(1)=0.

1
o In est dérivable sur |0; +oo[ et Vz €]0;+00], (Inz) = .

o In est strictement croissante sur ]0; +oo[.

-

Soient z,y €]0; 400
o In(z) <In(y) <=z <y.
o In(z) =In(y) <=z =y.

« Domaine de définition d’une fonction logarithmique. »
Déterminer le domaine de définition de f(x) = In(2? — 1).

Solution. In(z? — 1) est défini ssi 22 — 1 > 0, c.-a-d. €] — oo; —1[U]1; +oo[. Donc Dy =] — o0; —1[U]1; +o0].

Déterminer le domaine de définition de chaque fonction :

¢ filz) =In(1-2) * fo() =In(z? +1) 5 f3(a:)=1n(x_;)
T+
A fAre"a 1a maison

Résoudre dans R : (a) In(3z — 1) =In(1 — z); (b) In(2z + 5) > In(z? + 4).

. z2 —4 ) )
Soit f(z) =1In 1) Déterminer Dy.

r+1

E) Résoudre dans R : In(z) + In(z — 2) = In(3).




2 Propriétés algébriques

PFOpriétés
Soient a,b €]0;+o00[, r € Q et n € N.
« In(ab) = In(a) + In(b) « In(a") = n In(a)
+ (%) = In() ~ In(b) « In(a") = r In(a)
. 1n<%> — —In(a) . In(va) = %ln(a)

o Sizy >0, alors In(zy) = In(|z|) + In(|y]).
o Pour tout x € R* : In(z?) = 2In(|z|).

EXémple
« Ecriture en fonction de In(2) et In(5). »
Ecrire A = In(80) en fonction de In(2) et In(5).

Solution. 80 = 2% x 5, donc :
A =1n(2* x 5) = In(2*) + In(5) = 41n(2) + In(5).

APPlication

Ecrire en fonction de In(2) :

o A=3In(2)+1n(4) « B=1In(V/8) o C =1n(20) — In(5)

AP 1a maison
Soient a,b > 0. Démontrer (en utilisant les propriétés algébriques) que In(a?b3) — ln(%> =2In(a) + 41n(d).

Résoudre dans R : 2(Inz)? + In(z) — 6 = 0.

Résoudre dans R? : 3ln(z) +In(y) = 2
2In(z) — 31In(y) =3

3 Le nombre e et limites de référence

3.1 Le nombre ¢

La fonction In étant continue et strictement croissante de ]0; +o0o[ sur R, le théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)
affirme lexistence d’un unique réel, noté e, tel que In(e) = 1. On a e ~ 2,718.




CéM8&quences

Pour tout r € Q :
o In(e™) =r.
e In(z)=r<uc=c¢".

EXemple

« Simplifier des expressions avec e. »

Simplifier A = In(e?) + In(e*) — ln<l>.
e

Solution. A=2+4—(-1)="7.

3.2 Limites essentielles

PFOpriété
e lim In(z) = o lim zln(z) =0 . In(z)
L ey o 71(2) it
e lim 1 = — |
A 20 = o0 o am 2D g pen
Tr—r+00 €T
e lim M:O e lim 2"In(z) =0, n e N* o lim L 156
z—+oo I z—0+ z—0
EXémple

« Calcul d’une limite par croissance comparée. »

3
Calculer lim (nz) .
Tr—+00 x

3 3
Solution. On écrit (Inz) = ln_ac . Or lim ln_m = 0, donc la limite cherchée est 0.
xX ;1;1/3 T—4-00 x1/3

Calculer les limites suivantes :

lim In(z) —x lim AL

B=ree a0+ Inx
1
a8 .
i el B lim zIn(l1+ —
Jim B i ( w)

A falre'a 1a maison

‘ 1 ‘ Calculer les limites :

a. lim —(ln o) — I c. lim s <2 1)
’ T—>—+00 xT r——+00 €T
1
. 2 3 1 —
b. xlg}ﬁx (Inx) d. IEIEOO\/E ln(l + \/5>

In(1 =
Soit f(x) = % pour z > —1, x # 0.

a. Calculer lin% f(z) (indication : utiliser la dérivabilité de In en 1).
T—

b. Calculer wgl—ir-loo f(x).




4 Etude et représentation graphique de In

4.1 Tableau de variations

1
La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[ avec In’(z) = — > 0, lir{)l+ In(x) = —o0, hr—? In(x) = 400, et In(1) = 0,
T r— r—+00
In(e) = 1.
T 0 1 e 400
In'(z) +

1
S
In 0

4.2 Concavité

F—.|

1
La fonction In est deux fois dérivable sur ]0; 400 avec In"(x) = ——. Donc In”(x) < 0 pour tout x > 0, et la courbe
T

(Cin) est concave sur |0; 4ol

4.3 Branches infinies

e lim In(z) = —oo : asymptote verticale d’équation x = 0.
x—0+
. In(z) . N s
o lim = 0 : branche parabolique de direction (Oz) au voisinage de +o0.

r—r+00 X

4.4 Courbe représentative

In{e)=1

12 =10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 B 10 12 14 16 1%
In(1)=0

-2




4.5 Signe de In

ComMSequences

5 Dérivée et primitive de Inou

PRIPBSition

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Si u ne s’annule pas sur I, alors la fonction z +— In|u(z)| est
dérivable sur I et :

Veel, (In|u(z)|) =

EXémple

« Dérivée de Inou. »
Calculer la dérivée de f(x) = In(z% + 1) sur R.

Solution. On pose u(z) = 2% + 1 > 0, donc In |u(z)| = In(u(z)) et :

Calculer la dérivée de chaque fonction sur un intervalle approprié :

fi(z) = In|z? — 4z 4 3| Bl /2(z) = In(cosx) folz) = ln(m+ 1)

rz—1

F—..|

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I ne s’annulant pas sur I. Les primitives de =

u'(z)

sur [ sont :

x—Inlu(z)|+k ke

EXeémple

/
« Primitive d’une forme —. »
u

Déterminer une primitive de f(z) = A g R.
. 4 / B 2. .3 1 U/(SC R
Solution. On pose u(x) = 2* + 2 > 0, alors v/(x) = 4z*. On écrit f(x) = 1 u)’ donc une primitive est :
u(z
1 4
F(z) = i In(z® + 2).




Déterminer une primitive de chaque fonction :

1 cosx 3T
1 - —=;+00]. = ol
fi(x) 9o+ 1 sur} 2,+oo[ fa(x) s sur] 5 7T|:
1 T
fo(z) = P sur | — oo; 1. fa(x) = tanx sur}—a;i[.
PRIPSsition
Soient @ € R, b > 0 et u une fonction strictement positive au voisinage de a.
o lim u(z) = 400 = lim In(u(z)) = +oc.
r—a r—a
L] 1 = + 1 = -
%13}1 u(z) =07 = ;13}1 In(u(zx)) 0.
. wll_I}Itlz u(z) =b= il_r)rlll In(u(z)) = In(d).
Calculer les limites :
. 3z +5 ) 22 4+32z-5 . 3— 2z
e lim In e lim In e lim In
T——00 20 + 1 z— 400 x4+ 2 Y x+1

A fAITea 1a maison
Calculer les dérivées :
o fi(z) = (Inx)3 — 2In(z?)

+ f0) = (o)

Déterminer une primitive de chaque fonction :

1 —sinx

() 2x + 3
° )= ———
e 24+ 3z +1
(2) 1—2x
° 7)) = ——
g2 2 —x+1

‘3‘ Etudier la fonction f(z) = 2 — Inz sur |0; +oo] :
de (Cf)

f3(z) = 22 In(1 + 2?)

fa(z) = In|tan x|

T
272

|

g3(x) = tanx sur ] -

zlnz

g4(x) sur ]1; +o0[

domaine, dérivée, variations, branches infinies, et tracer Iallure

6 Fonctions logarithmiques de base a

6.1 Définition

logarithme de base a, et notée log,. Ainsi :

log,(z) =

Soit a un réel strictement positif tel que a # 1. La fonction définie sur |0; 4o00|

Inx , .
par x +— na est appelée fonction
na

Inx

Ina

YV €]0; +ool.

)




CoMSéquences

Poura>0,a#1:

. log,(1) =0 * log,

- o0 =1 o= 1

=In

6.2 Propriétés algébriques
PTBpriétés
Soient x,y €]0;+o[, r € Q, a > 0, a # 1.

° loga(:vy ]"Oga( )+10ga( ) ° lOga

o log, (

7 N\

< | =

N———
Il

<8

—log,(y)

) log,(z) — log,(y) o log,(z") =r log,(x)

PIOPBSition

Soit a > 0, a # 1.
o Vz,y €]0;+00[ : log,(z) = log,(y) <= z =y.
o Vz>0,VreQ:log,(z)=r<=az=a".

EXémple

« Calcul direct. »
1
Calculer A = log,(8) — logs(27) + logs (E)

Solution.

A =logy(2%) — logs(3%) +logs(573) =3 -3 -3=-3.

6.3 Dérivée et variations

.

La fonction log, est dérivable sur ]0; +o0o et :
Vz >0, (log,z) = L
’ 8a®) = Ylna

o Sia>1:log, est strictement croissante sur ]0; +ool.
o Si0<a<1:log, est strictement décroissante sur ]0; 4+o0|.

X 0 1 a +0o0

[y

Loga(x) + -




6.4 Logarithme décimal

La fonction log, est appelée logarithme décimal et notée simplement log :

1
log(z) = %, Yz €]0; 400

PrOpriétés

Soient 2 €]0; 400 et € Q.

o log(10") =r o log(z) >r <= x> 10"
o log(z) =r <=z =10" o log(z) <r<=0<xz<10"

EXeémple

« Calcul avec log décimal. »

Simplifier A = log(25000) + log(v/250) — log(125).
Solution.

2 NG
A=log (W) = log(200v/250).

Or 2001/250 = 200 x /250 ; comme /250 = 54/10, on obtient 200 x 51/10 = 10001/10. D’ot1 :

1 7
A = 1log(1000) + log(v/10) = 3 + 0=

Résoudre dans R :

logs (2z) (logs(z) — 1) = 0 2(log )% — 191og(z) — 10 = 0

A falre'a 1a maison

Résoudre dans R : log,(z) + log,(z) = 3

(indication : log,(x) = logy(x)/2).
Résoudre dans R : log,, (4x) + log,, (16z) = 4.

Le pH d’une solution est défini par pH = — log[H™] ot [H*] est la concentration en ions hydrogéne en mol/L. Si

une solution a un pH de 3,5, calculer [HT]. Si on multiplie cette concentration par 100, quel est le nouveau pH ?




