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Produit scalaire analytique

1¢*¢ Année Baccalauréat — Sciences Mathématiques

Volume horaire officiel : 13h (cf. répartition 2013) — Pré-requis : produit scalaire (tronc commun), vecteurs et
repére, équation d’une droite, trigonométrie de base.

Capacités attendues : exprimer le parallélisme et 'orthogonalité de deux droites ; calculer distances et angles a 1'aide
du produit scalaire ; reconnaitre I’ensemble des points M vérifiant M A - M B = k ; déterminer centre et rayon d’un
cercle par son équation cartésienne ; passer de ’équation cartésienne a la représentation paramétrique et inversement
; appliquer le produit scalaire a la résolution de probléemes géométriques.
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1. Rappels et expression analytique

1.1 Rappels sur le produit scalaire (tronc commun)

Définition 1.1 — Soient 4 et ¥ deux vecteurs du plan. Le produit scalaire de @ et ¥/, noté u - v,
est défini par :

— —

-0 = |[d]| - [|9]| - cos(a, V)

Si#=0ouv=0, on convient u - v = 0.

Propriété 1.1 — Propriétés du produit scalaire :

(a) Symétrie : 4 -V =17- 4.
(b) Bilinéarité : (ol + BV) - W = ot - W) + (T - W).
(c) Carré scalaire : @ - @ = ||ii]|*, noté aussi 2.

(d) Orthogonalité : @ L v < @-U =0 (avec convention pour le vecteur nul).

1.2 Expression analytique dans une base orthonormée

Théoréme

Théoréme 1.1 — Soit (7, j) une base orthonormée. Si @(x,y) et #(z',y') dans cette base, alors :

—

@ -7=xx +yy.

Démonstration

@ = 2i+yj et T =12/ +y'j. Par bilinéarité :

@7 =a2'(i-1) + 2y (0 J) +ya' (7-9) +yy' (G- 7).
Or (i,7) orthonormée : i-i=j-j=1eti-j =0.
Donc 4 -7 = z2' + yy'. O

1.3 Norme et distance

Propriété

Propriété 1.2 — Soit (7, ]) orthonormée. Pour @(x,y) et deux points A(za,v4), B(zp,ys) :

il = /a2 +y2 ; AB=|[AB| = /(x5 — 2a)2 + (y5 — ya)*
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1.4 Identités remarquables

Propriété 1.3 — Pour tous vecteurs i, ¥ :
@+ 3 = |al|* +2a - 7 + ||
1% —a1* = [|&@)* - 2 - & + |||
(@+) - (@-5) = |la|* - 3]

i = (l@+7|” - |@|* — [#*) (identité de polarisation)

N | —
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2. Parallélisme, orthogonalité, angles

2.1 Orthogonalité de deux vecteurs

Théoréme

Théoréme 2.1 — Dans une base orthonormée, u(z,y) L 0(z',y') < x2' +yy = 0.

2.2 Calcul d’un angle

Propriété

> |

—

Propriété 2.1 — Soient #, U deux vecteurs non nuls. L’angle 6 = (u, ¥) vérifie :

u-v
cosf = TS Ta——
]| - 117

En particulier : 4 L ¥ < cosf = 0.

Exemple

Exemple 2.1 — Soient A(1,2), B(4,6), C(8,3). Le triangle ABC est-il rectangle 7

Solution. On calcule les vecteurs :

AB = (3,4), AC=(7,1), BC=(4,-3).
AB-AC=21+4=2540 ; AB-BC=12-12=0.

Donc E 1L B? : le triangle est rectangle en B.

2.3 Déterminant et parallélisme

Propriété
Propriété 2.2 — Dans une base orthonormée, le déterminant de @(x,y) et v(x’,y’) est :
det(@, ¥) = 2y — ya'.

Alors : 4 || U < det(u, V) = 0 (colinéarité).
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3. Equations cartésienne et paramétrique d’une droite

3.1 Vecteur directeur, vecteur normal

Définition 3.1 — Soit (D) une droite du plan. Un vecteur non nul 4 est un vecteur directeur
de (D) si 4 est colinéaire a AB pour deux points A, B distincts de (D).

Un vecteur non nul 77 est un vecteur normal de (D) si 7 L @ pour tout vecteur directeur .

3.2 Equation cartésienne

Théoréme

Théoréme 3.1 — Dans un repére orthonormé, une droite (D) admet une équation cartésienne
de la forme :
ar+by+c=0 avec (a,b)# (0,0).

Le vecteur 7i(a,b) est alors un vecteur normal a (D) ; et @(—b, a) est un vecteur directeur.

Réciproquement, ’ensemble des points M (z,y) vérifiant ax + by + ¢ = 0 (avec (a,b) # (0,0)) est
une droite.

Méthode

Pour écrire I’équation cartésienne d’une droite (D) :

e Connaissant A(z4,y4) et un vecteur normal 7i(a,b) : a(xr —x4) + b(y —ya) = 0.

e Connaissant A(x4,y4) et un vecteur directeur iu(a, ) : le vecteur normal est (—/, ) :
équation —fB(x —x4) + aly —ya) =0.

e Connaissant deux points A et B : prendre 4 = 1@)

Exemple

Exemple 3.1 — Ecrire Péquation cartésienne de la droite passant par A(2,—-3) et de vecteur
normal 77(4, 1).

Solution. 4(x —2)+1(y+3) =0 & 4o +y—5=0.

3.3 Représentation paramétrique

Théoréme

Théoréme 3.2 — Une droite (D) passant par A(z4,ya) et de vecteur directeur @(«, 5) admet la
représentation paramétrique :

{xzycA—l—at
y=ya+pt

Méthode

Passage cartésien — paramétrique.
Trouver un point A sur la droite (poser x = 0 ou y = 0 par ex.), puis lire 4(—b,a) depuis
axr + by +c=0.

Passage paramétrique — cartésien.
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Eliminer ¢ entre les deux équations.

Exemple

Exemple 3.2 — La droite (D) :2z —3y+ 6 =0 admet :

e Vecteur normal : 7i(2, —3).

e Vecteur directeur : @(3,2).

e Point : A(0,2) (en prenant x =0: —3y + 6 = 0).
=3t

e Paramétrique :
y=2+42t

3.4 Distance d’un point a une droite

Théoréme

Théoréme 3.3 — La distance du point A(xg,yp) a la droite (D) : ax + by +c = 0 (dans un repeére
orthonormé) est :
_lazg + byo + |

(4, (D) = L2

Exemple
Exemple 3.3 — Distance du point A(3,—1) a la droite (D) :3x —4y+5=0:

_3-3-4-(-D+5] [9+4+5 18

d .
V9 + 16 ) b}
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4. Cercles dans le plan

4.1 Equation cartésienne d’un cercle

Théoréme

Théoréme 4.1 — Dans un repere orthonormé, le cercle C de centre Q(a,b) et de rayon r > 0 a
pour équation :
(z—a)+ (y—b)?=r2

Démonstration

M(z,y) €EC QM =r < QM? =r? & (z —a)? + (y — b)? = 2. .

4.2 Forme développée

Propriété

Propriété 4.1 — Toute équation de la forme
2, .2 _
x4+ y° —2ax —2by+c=0
représente :

« Un cercle de centre Q(a,b) et rayon r = Va2 + b2 — ¢ si a®> +b*> —c > 0.
e Un point {Q(a,b)} si a® +b? —c = 0.

o L’ensemble vide si a2 + b2 — ¢ < 0.

Méthode

Pour reconnaitre un cercle a partir de 1’équation développée, on procede par complétion
du carré :
22 =20z +y> —2y+c=0 & (z—a)+(y—-0b2=a>+b*—c

Exemple

Exemple 4.1 — Etudier I'équation 22 + 32 — 4z + 6y — 12 = 0.

Solution. Complétion :
(22" -4+ (y+3)°-9-12=0 & (z-2°+(y+3)° =25

C’est un cercle de centre €2(2, —3) et rayon 5.

4.3 Cercle de diamétre [AB|

Théoréme

Théoréme 4.2 — Soient A et B_> deux points distincts. Le cercle C de diamétre [AB] est
I’ensemble des points M tels que M A - M§ = 0.
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Démonstration

AB
Soit I le milieu de [AB]. Le cercle de diametre [AB] a centre I et rayon -

En décomposant MA = M + TA ot MB = M + IB=MI—TA (car I milieu) :

WA B = (3} + TA) . (31 - TA) = 32 T2 = e - A2

T AB? AB
Donc MA-MB =0 < MI?> = 4 & MI = - ce qui caractérise les points du cercle de

A
centre [ et rayon - U

Exemple

Exemple 4.2 — Equation du cercle de diamétre [AB] avec A(1,2), B(5,6).
Solution. Pour M(z,y) : m(l —z,2—y), ﬁ@ —z,6 —y).

MA-MB=(1-2)(5-2)+(2—y)6-y)=0.
Développement : 5 — 6z + 22 + 12 — 8y + 32 = 0, soit

22 +y?— 6z —8y+17=0.

4.4 Ensemble des M tels que ]\ﬂ . ]\ﬁ =k

Théoréme

Théoréme 4.3 ;Soient A, B deux points distincts, I le milieu de [AB], et k € R. L’ensemble
des M vérifiant MA - MB = k est :

2
(M| M=k +4AE

o Cercle de centre [ et rayon \/k + ATBQ sik+ A432 >0 ;

o Point {I}si k+ AEQ =0;

« Ensemble vide si k + 482 < 0.

Démonstration

On utilise la décomposition vectorielle :
MA-MB = (MI+TA)- (Ml +1B) = MI?+ Ml - (IA+IB)+ IA - IB.

Or I milieu de [AB] donne A + TB=0ct TA-1B = — HI—ZH2 = —A4BQ.

-
Donc MA - MB = MI? — AB® — . soit MI? = k + AE>. O
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5. Synthese

5.1 Récapitulatif

Objet Caractérisation analytique
@ - v (BON) zz' + gy’
|l (BON) vVt +y?
AB Ve —24)* + (yp — ya)?
LT z' +yy =0
all v det = xy —yax’ =0
Droite (D) ax 4+ by + ¢ =0 ; normal (a, b), directeur (—b, a)
lax s + bya + ]
(4, (D)) AL
Cercle centre Q(a,b), rayon r (z—a)*+(y—b)?2=r?
Diametre [AB] MA-MB=0
MA-MB =k Cercle centre I (milieu AB), rayon \/ k+ A432

5.2 Pieges classiques

1. Formule 4 - ¥ = z2’ + yy' valable uniquement en BON. En base non orthonormée, ce

n’est pas vrai.

2. Confondre vecteur directeur et vecteur normal. Pour (D) : ax + by + ¢ = 0, 7i(a,b) est

normal, pas directeur.

3. Distance avec valeur absolue. Toujours mettre les barres : |ax s + by + c|, pas I'expression

brute.

4. Discriminant négatif pour le cercle. Si a® 4+ b? — ¢ < 0, ce n’est pas un cercle (ensemble

vide).

5. Théoréme de ’angle inscrit = produit scalaire nul. Bien vérifier A # M # B.

Fin du chapitre 6 — Produit scalaire analytique
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