Etude analytique du produit scalaire dans le plane
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1 Le produit scalaire dans le plan

Soient 4 et ¥ deux vecteurs du plan.
o Le produit scalaire de @ et ¥ est le réel : @ - ¢ = ||@]| x ||¥]| x cos(@, V).
o Le carré scalaire de @ est @ - @ = ||if]|?.

e Lorsque @ et ¥ sont non nuls : & 1L ¥ < o -9 =0.

Calculerﬁ-@,ﬂ-ﬁeta-@.

Que peut-on en déduire pour B_1>4 et B? ?

Soit ABC un triangle rectangle isocele en B tel que AB =2, AC = /8 et (E, ﬁ) = % [27].

2
Soient A, B et C trois points du plan tels que AB =3, AC =4 et (ﬁ,zﬁ) = g [27].
Calculer 1@ . ﬁ
En déduire la longueur BC en utilisant I'identité BC? = ||zﬁ — EHQ
2 Expression analytique du produit scalaire
Dans toute la suite, le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O; ;,j)
Une base (7, ) est dite orthonormée si i-j = 0 et ||i]| = ||j]| = 1. Le repére (O;1;j) est dit orthonormé direct si la

base est orthonormée et (7, ) = g [27].

PROPrictc

o Produit scalaire : @ -7 = zz’ + yy'.
o Orthogonalité : 4@ | ¥ < zz’ +yy' = 0.
o Norme : ||d]| = /22 + y>.

. Distance : AB = \/(zp —74)2 + (yp — ya)>

» Cosinus et sinus de ’angle orienté : si @ et ¥ sont non nuls et 6 = (u; ¥/),

zz' + yy’ . zy — 'y
cos) = ——==— et sinf =
[l > [|o| ]l = |17

| det(AB, AC))|
2

o Aire d’un triangle : l'aire du triangle ABC est S =

Soient u(x;y), U(a’;y") deux vecteurs du plan, A(za;y4) et B(zp;yp) deux points.

— [ T

—

avec det(,7) = xy’ — 2'y.




On consideére les points A(—3;1), B(1;1) et C(—5; —1) et les vecteurs @(—+/3; —3) et ¥(—1;/3).
Calculer @ - ¥ et ||@]| x ||7]|. En déduire cos@ et sinf ou § = (5,\17), puis la valeur de 6.

Calculer AB - AC et det(ﬁ,@).

En déduire I'aire du triangle ABC' et la mesure principale de ’angle (E, B)

Calculer @ - ¥ avec 4(2; —3) et ¥9(—1;2).

Soient @ = (v3 —1)i — j et 7 = (v/3 + 1)i + 2j. Montrer que @ L @.

Déterminer m € R pour que @(3; —1 + m) et 9(2 — m;5) soient orthogonaux.

‘4‘ Soient A(—3;1), B(1;1) et C(—3;5). Calculer AB, AC, BC' et déterminer la nature du triangle ABC.

3 Droite dans le plan

Soit (D) = D(A; ) une droite passant par A et de vecteur directeur 4. Tout vecteur non nul orthogonal & @ est appelé
vecteur normal & (D).

PROPBricte

Soient (D) d’équation ax + by + ¢ =0, A(z4;y4) un point et 7(a;b) un vecteur normal.
« Vecteurs caractéristiques : 7i(a;b) est normal & (D); @(—b;a) est directeur.
- Equation par point 4+ normal : a(x — x4) + b(y — ya) = 0.

« Positions relatives : pour deux droites (D) et (D’) de vecteurs normaux 7,7’ :
(D) L(D") & @i -a =0, (D) || (D) & det(71, i) = 0.

_Jaza+bya + |
Va2 +02

+ Distance d’un point a une droite : d(4; (D))

On considére (D) : 42 +3y+1=0et (D'):2—2y+8=0.
Donner un vecteur normal et un vecteur directeur & (D), puis & (D).
Déterminer une équation cartésienne de la droite A passant par A(1;2) et de vecteur normal 7(5; 3).
Etudier la position relative de (D) et (D').
Calculer d(A4; (D)) avec A(2;1), et d(B; (D)) avec B(—1;1). Que constate-t-on pour B ?
Soit E(—3;5) et H son projeté orthogonal sur (D'). Calculer d(E; (D’)) et déterminer les coordonnées de H.




APPlication

Déterminer une équation cartésienne de la droite passant par A(2;3) de vecteur normal 7i(2; —1).
Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice du segment [AB] avec A(3;—1) et B(—1;5).
Etudier la position relative de (D1) : 2z 4+y—1=0et (Dy): —z + 2y +3 = 0.

4 Etude analytique d’un cercle

Le cercle (C) de centre (a;b) et de rayon R > 0 est 'ensemble des points M du plan tels que QM = R.
Une tangente & (C) au point A € (C) est une droite passant par A et perpendiculaire a (24).

Soient (C) un cercle d’équation 22 + y* + ax + by + ¢ = 0 (avec a® + b* — 4c > 0), de centre Q(—a/2; —b/2) et de rayon
R, et M(x0;yo) un point.

=)

- Equation par centre et rayon : (z —a)? + (y — b)? = R2, soit 22 + y? — 2ax — 2by + (a® + b*> — R?) = 0.
- — —
» Equation par diametre [AB] : (z —za)(z —2B) + (y —ya)(y —yB) =0, c’est-a-dire AM - BM = 0.

= Rcosd
« Représentation paramétrique : i . avec 0 € R.
y=0b+ Rsin6
« Position d’un point : M € (C) & 23 + y2 + azo + byo + ¢ = 0; M est intérieur ssi < 0; extérieur ssi > 0.
» Position d’une droite (D) par rapport a (C) : comparer d(€; (D)) & R (extérieure si >, tangente si =, sécante
si <).

» Tangente en A € (C) : (D) tangente < AM - A =0 pour tout M € (D).

EXeémple

On considere le cercle (C) : 22 + y? — 2z — 4y = 0 et le cercle (C') : 2% + y* + 4z — 6y + 9 = 0.
m Déterminer le centre et le rayon de (C) et de (C').
Vérifier que A(2;4) € (C) et déterminer une équation de la tangente & (C) en A.
Donner une représentation paramétrique de (C').

Etudier la position relative de (C) et de la droite (D) : x +y 4 2 = 0. En cas de sécante, donner les coordonnées
des points d’intersection.

Déterminer une équation du cercle de centre Q(—2;3) et de rayon 4.
Déterminer une équation du cercle de centre A(2;3) passant par B(1; —3).

Pour chaque équation, indiquer si elle représente un cercle (et préciser centre et rayon), un point, ou ’ensemble

vide :
e 224y’ —dr—2y+1=0 e 2?4y’ —6z+4y+14=0
e 22 +9y%? 22 —4y+5=0 e B —r4+y"+3y—4=0

Soient A(—1;2) et B(—5;4). Déterminer une équation du cercle de diameétre [AB] par deux méthodes différentes.




Exereice a la maison

Dans un repére orthonormé direct (O;7; j), on considére les points A(2; —1), B(—4; —3), C(1; —3).
Calculer /@ . 1@, cos(ﬁ) et sin(/ﬁ ). En déduire la mesure principale de angle.
‘3‘ Calculer laire du triangle ABC.

Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par B et perpendiculaire & (AC).

Soit (C) : @2 + y? + 22 + 4y — 5 = 0. Déterminer son centre et son rayon. Vérifier que (C) est le cercle de diametre
[AB].

Donner une équation cartésienne de la tangente A & (C) en A, puis une représentation paramétrique de (C).
m Etudier la position relative de (C) et (D). Donner les coordonnées des points d’intersection s’ils existent.

22 4+9y2 4+ 20 +4y—5<0

E2 Résoudre graphiquement le systéme :
. Y {x+2y—|—1020




