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1 Rappels (1BAC)

Soit (un)ner une suite numérique.

e Majorée : IM € R,Vn € I, u, < M. Minorée : 3m € R,Vn € I, m < u,. Bornée : majorée et minorée.

o Croissante (resp. décroissante, constante) : u,41 > u, (resp. <, =) pour tout n € I.

o Arithmétique de raison 7 : up41 = u, + r. Terme général : u, = u, + (n — p)r. Somme : Zzzp up =
(n—p+1)(up + un)
> .
o Géométrique de raison ¢ : Up+1 = ¢ - Up. Terme général : u, = u, - ¢"~P. Somme (pour ¢ # 1) : Zzzp up =
1— qn—p—i-l
up - —_——
1—¢q

On considere les suites suivantes :

1 2n—1
° =] > 2 . ° = > O 9
Un, \/mpourn_ ; W = ——— pour n > 0;
vo = 2 . o (tn) géométrique avec to = 3/16 et t5 = 3/1024.
Upt+1 = Up + 5 ’

Montrer que (u,) est majorée par V2 et minorée par 0.
Montrer que (v,,) est arithmétique. Donner sa raison et exprimer v,.
Etudier la monotonie de (w,,).

Pour (t,), déterminer la raison g et exprimer ¢,

2y — 1 1

Soit (uy,) la suite définie par ugp = 2 et u,+1 = ———. On pose v, = .
Up, Uy — 1

Montrer que (vy,) est arithmétique. Préciser sa raison et son premier terme.

Exprimer v,, puis u, en fonction de n.

2 Limite d’une suite numérique

Soit (u,) une suite numérique et £ € R.

o (up) converge vers ¢, noté limu,, = ¢, si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la suite a
partir d’un certain rang. La limite, si elle existe, est unique.

o (up) diverge vers +oo si tout intervalle |A, +oo[ contient tous les termes & partir d’un certain rang; définition
analogue pour —oo.




PROPrictc
Limites de référence :
o limi:OpourpeN*. e limn? = +oo pour p € N*.
np ’ .
. I o lim+/n = +c0.
— N 0. o (cosn) et ((—1)™) n’ont pas de limite.
Suites particuliéres.

o Pouru, =¢" :sig>1,lim=4o00;si¢g=1,lim=1;si]|¢| <1,lim=0;si¢g<—1, pas de limite.
o Pour u, =n" (reQ*) :sir >0, lim=+o0;sir<0,lim=0.

PROPrictc
Opérations sur les limites : les regles classiques pour somme, produit, inverse et quotient s’appliquent. Formes
indéterminées : co — oo, 0 X oo, 9, f_
0" o0
EXémple
Calculer les limites suivantes :
. n+ pg . 2" —3" 5 B UE
hmn—8 hm om 1
5m — 3" .
. 1 BE 6 [
llm\/n2—3n+2—n hm2n+5n lm\/ﬁ_n
-7\" 4\"
Calculer lim 2 — (—) et limn3 + (—) '
9 3
A'falre'a la maison
Calculer les limites suivantes :
2 _ 2 _ . 4™+ 5"
a. lim i +n1 vn? —n c. hm4n_5n
. n34+2n—1
b. hm2n3—5n2+1 d. limn —vn2+3n+1

-1
Soit u,, = u + 2. Démontrer par la définition que limu,, = 2.
- n




3 Limite et relation d’ordre

PROPrictc

Soient (uy,), (vp), (wy) trois suites et ¢,¢ € R.

« Conservation de ’ordre : si u,, < v,, a partir d’un certain rang et limu,, = ¢, limv,, = ¢, alors £ < ¢'. Attention :
I'inégalité stricte ne se conserve pas.

o Théoréme de comparaison : si |u, — ¢| < v, & partir d’un certain rang et limv,, = 0, alors limu,, = £.

o Théoréme des gendarmes : si w, < u, < v, a partir d'un certain rang et lim w,, = limwv,, = ¢, alors limu,, = /.

o Critéres de divergence : si v, < u, & partir d’un certain rang et limwv, = 400, alors limu,, = +o00 (idem pour
—o0 avec <).

« Convergence monotone : toute suite croissante majorée est convergente; toute suite décroissante minorée est
convergente.

« Divergence monotone : toute suite croissante non majorée tend vers +o0o ; toute suite décroissante non minorée
tend vers —oo.

EXémple
On considére les suites suivantes :

(="

o w, =cosn—2n—1;

L] = 2'
un n2+1+ 9
sinn
° vn:ng——i_l; . tn:3n+5sinn.

Pour (u,) et (v,), encadrer la suite et en déduire sa limite.

Pour (wy,) et (t,), comparer avec une suite de référence et en déduire la limite.

APPlication

8(un — 1)
Up + 2

Mountrer que (u,,) est minorée par 3 et majorée par 4.

Montrer que (u,) est croissante.

En déduire que (uy,) converge.

Soit (u,) la suite définie par ug = 3 et u,q1 =

A fAITea 1a maison

—1)" s
Soit (u,) définie par u,, = w Démontrer que lim u,, = 0 par le théoréme des gendarmes.
n
1

. 1

Soit (uy,) définie par ug =1 et w411 = §un + 5
a. Montrer par récurrence que u,, € [0;1] pour tout n € N.
b. Etudier la monotonie de (u,,).

c. Conclure quant a la convergence et calculer la limite éventuelle.




4 Suites de la forme f(u,) et u,1 = f(uy,)

PROPrictc

Soit f une fonction et (u,) une suite numérique.
o Limite de f(u,) : silimu, = £ et f est continue en ¢, alors lim f(u,) = f(£).

o Limite d’une suite récurrente : si f continue sur un intervalle I stable par f (c.-a-d. f(I) C I), up, € I,
Unt1 = f(un) et (u,) converge, alors la limite ¢ vérifie f(¢) = £.

EXémple

On considére les suites suivantes :

1 -
ounzcosnpourn>0,etf(m):x+ ; vo =1
3+ 2z . 1+v, avec f(xr) = /(1+2)/2 sur
Un+1 = B
[0;1].

Calculer lim u,, et en déduire lim f(uy,).
Etudier les variations de f sur [0; 1] pour la deuxiéme suite et montrer que f([0;1]) C [0; 1].

Montrer que (v,,) est croissante et bornée. En déduire la limite de (vy,).

2
Soit f(x) = 3‘%;—2 et (uy) la suite définie par ug = 0 et up+1 = f(uy).
%

Etudier les variations de f et déterminer f([0;2]).

Mountrer que Vn € N, u,, € [0;2], que (u,) est croissante, et calculer sa limite.

Exereice a la maison

or — 1
Tz +3
Calculer f([1;2]) et résoudre f(z) = .

Soit f(z) =

et (uy,) définie par ug = 2 et upt1 = f(un)-

Montrer que u, € [1;2] pour tout n, étudier les variations de (u, ), et déterminer sa limite.

A falre'a 1a maison

Soit f(z) = V& + 2 et (u,) définie par ug =0, upy1 = f(un).
B} Etudier les variations de f sur [0; 4o0].
Vérifier que f([0;2]) C [0;2] et en déduire que pour tout n € N, u,, € [0;2].
Résoudre dans [0; 2] équation f(z) = .

Etudier la monotonie de (u,) et conclure.

Démontrer que |up+1 — 2| < — 2| pour tout n € N, et en déduire lim w,,.

1
— U
2\/§|n




