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Composantes du sujet

N° Domaine Baréme

Exercice 1 | Matrices et structures —

Exercice 2 | Lois de composition dans le plan —

Exercice 3 | Matrices et puissances —

Total —

Instructions : Le candidat peut traiter les exercices dans 'ordre qui lui convient.

Exercice 1 : Matrices et structures

10

(M2(R), 4+, x) est un anneau unitaire d’unité I = (0 1

) et (R,+) est un groupe commutatif. Pour tout

1-2z T
-2z 142z
loi de composition interne 7' définie par (V(z, y) € R?) M(x)TM(y) = M(z +y +1).
1. Soit ¢ une application de R dans F définie par : (Vz € R) ¢(z) = M(z —1).

réel x on pose M (x) = . On considere l'ensemble £ = {M(z); z € R}. On munit F d’une

a) Démontrer que ¢ est un morphisme de (R, +) dans (E,T).
b) Démontrer que (E,T) est un groupe commutatif.

Démontrer que (V(x, y) € R?) M(z) x M(y) = M(x +y + xy).

Déduire que E est une partie stable de (M3(R), x) et que la loi © x ~ est commutative dans E.

a
b
¢

d

Démontrer que la loi © x 7 est distributive par rapport a la loi “7T~ dans E.

— O~ ~—

Vérifier que M (—1) est I’élément neutre dans (E,T') et que I est I’élément neutre dans (F, X).

z+1
b) Démontrer que (E,T, X) est un corps commutatif.

Exercice 2 : Lois de composition dans le plan

On consideére dans R? la loi de composition interne * définie par : (V(x, y) € R?)(¥(a, b) € R?)

a) Vérifier que (Vo € R — {—1}) M(z) x M( - ) =1.

ar +by ay+ bx
(@) o,y = (52, 2.

Soit I’ensemble E = {(m+ %, m — %) eER%:;me R*}.
1. Démontrer que * est une loi de composition interne dans FE.
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2. Soit ¢ l'application définie sur R* dans E par (Vm € R*) ; ¢(m) = (m +L,m-— E)'
a) Démontrer que ¢ est un morphisme bijectif de (R*, x) dans (F, x).

b) Déduire que (F,*) est un groupe commutatif et déterminer son élément neutre et le symétrique de
tout élément (m + % , m— %) tel que m est un réel non nul.
3. On considére 'ensemble F = {(z, y) € R?: 2 > 2 et y? = 22 — 4}.
a) Démontrer que F' = {(m—i— %, m — %) eR?:m > 0}.

b) Démontrer que (F,*) est un sous-groupe de (F, ).

Exercice 3 : Matrices et puissances

On considere les deux matrices N et D définies par :

N = et a € R*.

S O O
—_ O

1
0 et D=
0

o O e
o 2 O
Q O O

a) Calculer N? et N3.
b) Vérifier que ND = DN.
2. Soit A = N + D et n un élément de N* \ {1}. Calculer A™ en fonction de n et a.




